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RESUMEN

ORIGENES CUANTICOS DE LAS ASIMETRIAS COSMOLOGICAS

Adolfo J. De Unénue Tiscarefio
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México

Doctor en Ciencias (Fisica)

La versién estandar sobre el origen de la estructura cosmolégica dada por el paradigma infla-
cionario, en el cual la estructura es resultado de las fluctuaciones cudnticas ocurridas durante la
etapa inflacionaria, es poco satisfactoria: ;Exactamente cémo el Universo transita de una época
homogénea e isotrépica a una donde las incertidumbres cudnticas se convierten en fluctuaciones
inhomogénas? El problema de la versién estdndar es que las predicciones del modelo inflacionario
respecto a este punto no se encuentran justificadas por ningtn esquema de mecénica cuantica. Una
propuesta de solucién fue hecha en [A. Perez, H. Sahlmann and D. Sudarsky, Classical and Quan-
tum Gravity 23, 2317 (2006)]. En ese trabajo se propone un proceso similar al colapso de la funcién
de onda mecanico-cudntica de los diversos modos del campo inflaténico. Esta idea fue inspirada
por trabajos de R. Penrose en los cuales la gravedad cudntica tiene un papel en el rompimiento
de la evolucién unitaria estdndar de la mecénica cudntica. En este trabajo de tesis proponemos y
estudiamos un nuevo esquema de colapso que sigue las correlaciones indicadas en el funcional de
Wigner del estado inicial. Se dedujeron, también, las férmulas para multiples colapsos y sus efec-
tos en el espectro de potencias. Ademas, en esta tesis nos enfocamos en un estudio més detallado

de los tres esquemas de colapso y de su posible traza en los datos observacionales.






ABSTRACT

THE QUANTUM ORIGINS OF THE COSMOLOGICAL ASYMMETRY

Adolfo J. De Unénue Tiscarefio
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México

Doctor en Ciencias (Fisica)

The standard inflationary version of the origin of the cosmic structure as the result of the quan-
tum fluctuations during the inflationary stage is less than fully satisfactory: how exactly does the
Universe transit from a homogeneous and isotropic stage to one where the quantum uncertain-
ties become actual inhomogeneous fluctuactions? The point is that the predictions of inflation in
this regard cannot be fully justified in any known scheme of quantum physics. A proposal was
made in [A. Perez, H. Sahlmann and D. Sudarsky, Classical and Quantum Gravity 23, 2317 (2006)]
to solve this problem by invoking a process similar to the collapse of the quantum mechanical
wave function of the various modes of the inflaton field. This in turn was inspired by ideas of
R. Penrose about the roles that quantum gravity might play in bringing about such breakdown
of standard unitary evolution of quantum mechanics. In this work we propose and study a new
collapse scheme that follows the correlations indicated in the Wigner functional of the initial state.
Furthermore, in this thesis work we will focus on a more detailed study of three collapse schemes

(robustness, multiple collapses) and on the traces they might leave on the observational data.
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INTRODUCCION

Inflacién, el origen de la estructura y el Problema de la medicién

En los dltimos afios, se han producido avances espectaculares en la cosmologia fisica, resultantes
del notable aumento de la exactitud en las técnicas observacionales. Ejemplos de estos éxitos son
los estudios de las supernovas [171} [172] 181}, [182] 222], los estudios de estructura a gran escala
[2, 183 206208] 223]] y las observaciones extraordinariamente precisas de varios estudios recientes
del Fondo Césmico de Micro-ondas en particular los de Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe [148]. En particular, las observaciones llevadas a cabo por el WMAP han fortalecido

la percepcion positiva de los escenarios inflacionarios entre los cosmoélogos.

Cabe sefialar sin embargo que gran parte de la atencién de la investigacién tedrica en inflacién se
ha orientado hacia el dilucidacién de la forma exacta del modelo inflacionario (es decir, el nimero
de campos, la forma del potencial, y la aparicién de acoplamientos no-minimos a la gravedad, por
mencionar algunos) y se ha prestado menos atencién a las cuestiones de principio, como pueden
ser la determinacién de las condiciones iniciales, explicaciones de la baja entropia del estado inicial,
el mecanismo que ocasiona el transito de un universo homogéneo e isotrépico a una etapa en que
las incertidumbres cudnticas se vuelven fluctuaciones no-homogéneas, etc. . Por supuesto existen
trabajos en los cuales se abordan estas cuestiones [89] [105] 106} 108| [178], pero como se aclara
en [170} 202} 204} 205] una explicacién plenamente satisfactoria parece requerir algo més alla de la
comprension actual de las leyes de la fisica. Los autores (Perez, Sahlmann y Sudarsky)) propusieron
la hipétesis del colapso siguiendo unas ideas de Penrose [166H169].

El punto neuralgico de la explicacion tradicional es el hecho de que las predicciones del paradigma
inflacionario en este sentido no pueden estar satisfactoriamente justificadas en la mecanica cuén-
tica estdndar. La Interpretacién de Copenhague, por ejemplo, no es aplicable en este caso, debido
al hecho de que nosotros, los observadores, somos parte del sistema, y para hacer las cosas peores,
de hecho, somos parte de el resultado del proceso que queremos entender.

Aunque se tratardn con mayor extensién en el cuerpo principal del trabajo de tesis (caps. [2| y
B), veremos de manera sucinta aqui las motivaciones de la hipdtesis del colapso como una posible
explicacién para el origen de las semillas de la estructura césmica. Empezaremos revisando la
explicacion estdndar del paradigma inflacionario.

» El universo comienza homogéneo y isotrépico 2. El campo del inflatén es la especie domi-

%Inflacién podria funcionar atin si no comenzamos —estrictamente—- con esta condicién, pero después de algunos e-



nante, y se encuentra en su estado de vacio cudntico, que también es homogéneo e isotrépico.
El campo del inflatén, se describe en términos de su valor esperado representado como un
campo escalar que depende s6lo del tiempo cdsmico, pero no de las coordenadas espaciales,
¢ = ¢(t) y una fluctuacion cuantica 5(;) que se encuentra en el estado de vacio adiabético,
el cual también es homogéneo e isotrépico (algo que puede ser facilmente verificado por la
aplicacion de los generadores de las rotaciones o las traslaciones a ese estado).

= Las “fluctuaciones” cudnticas del inflatén actdan como perturbaciones 3 del campo del infla-
téon y a través de las ecuaciones de Einstein como perturbaciones de la métrica.

= Mientras la época inflacionaria contintia las longitudes de onda varios modos del campo
inflaténico crecen hasta ser mayores que el radio de Hubble (En la literatura se conoce a esto
como “cruce del horizonte” o “salir del horizonte”#), las amplitudes cuanticas de los modos
para modos mayores que el radio de Hubble se ¢ongelan"debido a la evolucién y en este
momento se considera a estos modos como fluctuaciones de un campo clasico. Més tarde
las fluctuaciones “reentran al radio de Hubble” transformédndose en este momento en las
semillas de la estructura cosmolégica dejando su marca en el CMB.

El dltimo paso es referido en la literatura como transicién cudntica-cldsica. Esta transicién es entendi-
da de diferentes maneras por diferentes investigadores, pero la principal linea de argumentacién
estd centrada en alguna forma de decoherencia [89] 103} [105, 106} (106} [108]. El intento de resolver
el problema de la medicién en la mecanica cudntica usando decoherencia (o algtin derivado de
esta) ha sido criticada en varios articulos [por ejemplo 4} 79} [159], pero como se argumenta en [170]
el problema de la medicién es més agudo en el escenario cosmoldgico y por lo tanto es menos
adecuado intentar resolverlo tinicamente con decoherencia.

La postura adoptada en este trabajo de tesis (y concordante con [170]) estd basada en la idea de que
toda la fisica siempre es cuantica, y que el tinico papel que puede tener una descripcion clésica es
la de una aproximacion en que las incertidumbres del estado del sistema son insignificantemente
pequefias y pueden ser ignoradas, permitiendo asi que se pueden tomar los valores de expectacién
cudnticos como una descripcién razonable de los aspectos mds importantes de la situacién estu-
diada. Sin embargo hay que tener en cuenta que detrds de cualquier aproximacion cldsica hay una
descripcion completamente cudntica y por lo tanto, se debe rechazar cualquier descripcién clasica
en la que el universo es heterogéneo y anisotrépico pero al nivel de descripcién cuantico se insiste

en asociar al universo un estado homogéneo e isotrépico en todo momento.

En este trabajo de tesis siguiendo el articulo de [Perez, Sahlmann y Sudarsky| [170], se introduce una
modificacién al paradigma inflacionario para poder generar las semillas de la estructura césmica:
la hipétesis del colapso auto-inducido. Es decir, se considera un régimen especifico en el cual la funcién

de onda que describe a las fluctuaciones del inflatén en el estado vacio sufre un colapso objetivo que

foldings el universo estara efectivamente homogéneo e isotrépico.

3Encontramos esta redaccién desafortunada porque podria inducir a pensar que algo estéd fluctuando en el sentido
del movimiento browniano, mientras que el uso de palabras como “incertidumbre cudntica” evocan a la funcién de onda
asociada al estado base del oscilador arménico, analogia més cercana de la situacién.

4Otra redaccién desafortunada, ya que identifica al horizonte de eventos con el radio de Hubble. esto se explicard a més
detalle en el capitulo 1.



lo sacara de este estado homogéneo e isotrépico a algin otro estado con caracteristicas diferentes.
El mecanismo por el cual se cree que este colapso ocurre estd inspirado en ideas de Roger Penrose
[166H169] en las cuales el colapso de la funcién de onda se supone causado de alguna manera por
aspectos gravitacion cuantica.

La manera en que tratamos la transicién de nuestro sistema de un estado que es isotrépico y
homogéneo a uno que no lo sea, es asumir que a un determinado tiempo césmico, “algo” induce
el salto de un estado que describe un modo particular del campo cudntico (de manera similar a la
regla de la mecénica cudntica que asocia un colapso de la funcién de onda al realizar una medicién
del sistema, salvo que en la situacién cosmolégica estudiada no hay un actor externo o dispositivo
de observacion que realice la operacién de medicién).

El principal objetivo de este trabajo de tesis es comparar los resultados que surgen del anélisis de
diferentes esquemas de colapso (los dos estudiados con anterioridad y uno nuevo) y/o de diversas
situaciones como colapsos mdltiples o tardios, con las observaciones del CMB.

Este trabajo de tesis estd organizado de la siguiente manera: En el primer capitulo (Cosmologia
[Estandar e Inflacion) se presenta una revision general del modelo cosmolégico estandar, inclu-

yendo éxitos y sus problemas. Algunos de los problemas del modelo estdndar cosmolégico (los
de “naturalidad”) son resueltos al ser suplementado con una etapa inflacionaria, pero como se
verd, la importancia fundamental del modelo inflacionario es la supuesta explicacién que ofrece

del origen de las perturbaciones primordiales. La aparicién de las perturbaciones primordiales y

su evolucién hasta el CMB sera el tema de la primera mitad del capitulo “{Critica al origen de la

lestructura propuesta por la Inflacién|’; la segunda parte del mismo capitulo [2| se centrara en la

critica a la explicacién estdndar y se discutira a detalle la hipétesis de colapso propuesta en [170]. En

el capitulo 3] titulado [Estudio detallado de Tos esquemas de colapso| presentaremos los desarrollos

realizados en este trabajo de tesis: se estudiard un nuevo esquema de colapso diferente a los pro-
puestos en [170] basado en el funcional de Wigner (seccién [3.4), se comparara la robustez de las
predicciones hechas por cada esquema de colapso para un solo colapso por modo del campo del
inflatén durante la etapa inflacionaria (subseccion[3.5.1). Ademas se estudiaré los casos de multi-
ples colapsos por modo del campo suponiendo que el estado post-colapso es un estado coherente
Se finalizara el capitulo B|reafirmando las diferencias conceptuales y predicciones de la hipé-
tesis del colapso con respecto a la explicacién estdndar inflacionaria. Finalmente se presentan las
conclusiones del trabajo de tesis en el capitulo ] Se incluyen ademas apéndices que tratan sobre la
teoria de perturbaciones en Relatividad General (apéndice[A), comparaciones entre distintas for-
mulas que aparecen en la literatura inflacionaria (apéndice B), y se recogen en los apéndices finales
algunas formulas, datos numéricos y significado de las siglas usadas en este trabajo de tesis para
comodidad del lector.



Convenciones seguidas en el trabajo de tesis

Cantidades geométricas ~ La notacién usada para representar campos tensoriales serd la definida
en [215, pags. 23-26], conocida como notacién abstracta de indices, e.g. el campo tensorial (0,2), T,
se expresard con indices latinos T,;, cuando no este expresado en ningtn sistema coordenado y
cuando lo queramos especificar en un sistema coordenado usaremos indices griegos Tjy.

Los indices griegos son indices espacio-temporales y pueden tomar los valores de {1, 2, 3,4}, in-
dices latinos en el contexto de campos tensoriales referidos a un sistema coordenado tales como

i, j, k representardn indices espaciales.

La métrica del espacio-tiempo g5, es de cuatro dimensiones y tiene la signatura (—,+,+,+). La
métrica g,, cumple con g% ¢, = 6%,. La métrica también se utiliza para “elevar” y “bajar” indices

espacio-temporales, i.e. T," = ¢"T, .
El tensor de Riemann R, / sigue la convencion de signos dada por [215, pag. 38] y es definido de
manera libre de coordenadas mediante

en esta ecuacién V, es la derivada covariante de la variedad M que es compatible con la métrica,
ie. Vugp. = 0. El tensor de Riemann cuando esté referido a un sistema de coordenadas se expresa
como [215, pag. 48]
[ — (% [ [\ [ [\ o 3
Ryug = 9T — 0TS, + (Th,TE, — T4,TS, ) (i.B)

donde los I'", - son los llamados simbolos de Christoffel y estan definidos mediante

a

1 .
be = Egud(gbc,d + 8cdb — Sbed)- 1.0

Transformaciones de Fourier  Nos apegaremos a la definicién simétrica de la Transformada de
Fourier, i.e. la transformada de Fourier f(k) = F(f)(k) de una funcién f(x) es

» 1 ' ik .
70 = rerm / Pre X f(x). i.D)
La transformada de Fourier inversa es definida mediante
1 Tox A .
F0 = G / Bre® *F(K). iLE)

A lo largo de este trabajo de tesis realizaremos un abuso de notacién y usaremos el mismo simbolo
para la transformada de Fourier y su inversa (i.e. eliminaremos el “gorro”, {3}, de las funciones
transformadas), salvo cuando haya riesgo de confusién. Esta decision se tom6 para no complicar
la notacién a lo largo de la tesis. Si existiese algtin riesgo de confusién en el texto se volvera a

reestablecer toda la notacion.



A veces, durante el texto, serd conveniente expresar las expansiones de Fourier en una sumatoria
en lugar de una expresion integral, esto corresponde a tomar las funciones dentro de una caja

ctbica con lados L y volumen V. Para recuperar las expresiones integrales serd necesario hacer las

(Zf)s ¥ [ (iFa)

3
<;_[) fk - (27_[1)3/2f(k)’ (LEDb)

siguientes sustituciones

L 3
(27_[> 5kk’ — 0 (k — k/) . (IFC)

Unidades ~ Como estamos interesados en esta tesis en los aspectos cudnticos y gravitacionales,
usaremos unidades apropiadas, en las que la velocidad de la luz es ¢ = 1, pero la constante de
Planck 7 y la constante Gravitacional de Newton G conservan sus dimensiones. Por ejemplo, el
factor de expansién tiene unidades de [a(17)] = 1y [H] = L~!. De esta manera, las cantidades
que son expresables en unidades de longitud [L], tiempo [T], se expresaran en potencias de lon-
gitud. En general, para una cantidad con dimensiones L"T™ M en unidades ordinarias, tendra

dimension L"T™MP en estas unidades, y el factor de conversion entre ellas es ¢™.






CAPITULO 1
COSMOLOGIA ESTANDAR E INFLACION

Los inocentes hombres de mente ligera,
que creen que la astronomia puede
aprenderse mirando a las estrellas sin
conocimiento matematico alguno, seran,

en la siguiente vida, pajaros

Platén, Timeo

1.1 Introduccién

Cosmologia es el estudio de la estructura a gran escala del Universo, donde el Universo es todo
aquello que existe en el sentido fisico. Esta definicién del Universo es poco precisa y es mejor
afinarla un poco diciendo que Cosmologia principalmente se encarga del estudio de la estructura a
gran escala en el Universo Observablel, es decir, su campo de estudio incluye la determinacién de
la naturaleza, distribucion, origenes y su relacién con la gran escala del Universo, de las galaxias,
clusters® de galaxias, objetos cuasi-estelares(QSO?), etc. observados a través de diversas longitudes
de onda electromagnéticas usando telescopios de todos los tipos y que en un futuro se espera

puedan ser utilizadas ondas gravitacionales o neutrinos para el mismo fin.

La Cosmologia se puede dividir a su vez, en Cosmologia Observacional cuya meta es determinar la
geometria a gran escala del Universo Observable y su distribucién de materia-energia a partir de
las radiaciones emitidas por objetos distantes; Cosmologia fisica que es el estudio de las interaccio-
nes durante la época de expansién muy temprana del Hot Big Bang; y la Cosmologia Astrofisica que
estudia el resultado del desarrollo posterior de las grandes estructuras como galaxias y clusters de
las mismas. Dicho esto se puede decir que el marco de desarrollo de este trabajo estd contenido en

el de la cosmologia fisica, la cual, de ahora en adelante la llamaremos simplemente Cosmologia.

Hacemos énfasis en la palabra principalmente, por que en teorias como Inflacién el Universo Observable es una region
pequefia comparada con el “Universo” que crece del parche que se infla y este “parche” a su vez pertenece a un “Meta-
verso” (o "Multiverso") mucho més grande, que se supone estd inflando de manera cadtica, pero esto se comprenderd mas
adelante.

2Aunque la tesis esté escrita en espafiol, mantendremos algunas palabras de uso comun en inglés, aqui clusters se
puede traducir como “agrupamientos” o ¢gimulos"

3Del inglés quasi-stellar objects.



COSMOLOGIA ESTANDAR E INFLACION

1.2 Cosmologia Fisica

El estudio de la Cosmologia Fisica o simplemente Cosmologia parte de las siguientes suposiciénes:

a La teorfa de la Relatividad General de A. Einstein? describe correctamente la evolucion del

espacio-tiempo a gran escala (es decir es la teorfa correcta de gravitacion) [51} 91} [134] 215]

b Luego de “promediar”® a una escala lo suficientemente grande® existen supuestos obser-
vadores fundamentales que ven un universo isotrdpico. Ademas si la isotropia es exacta, el
universo serd espacialmente homogéneo. Esta suposicién es conocida como Principio Cosmio-
légico y fue introducida por A. Einstein en 1917.

Con estas suposiciones es posible construir modelos cosmolégicos que se ajusten al universo ob-
servado. Estas suposiciones fueron hechas inicialmente por A. Einstein y W. de Sitter en 1917 y
con ellas se di¢ inicio a la cosmologia moderna. Idea que luego fue explotada por el fisico ruso
A. Friedmann’ y G. Lemaitre en la década de 1920 y puesta en sélidas bases geométricas por H.P.
Robertson y A.G. Walker. Un poco después, en el campo observacional, E. Hubble (1929) estable-
ci6 que las galaxias mostraban un incremento sistematico del redshift o corrimiento al rojo con el
aumento de la distancia hacia nosotros y en la década de 1930, Eddington probé que los mode-
los estaticos de Einstein eran inestables. Esto estableci6 las bases de credibilidad de los universos
conocidos como universos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [ver por ejemplo
52,110, 120, 135} 153H155| [163].

De manera més formal se entiende que un modelo cosmolégico [214] representa el Universo
a cierta escala [68] y queda especificado por el par {(M, g), u}, es decir, especificando la geo-
metria espacio-temporal (M, g) y dando una familia de observadores fundamentales, cuya con-
gruencia de lineas de mundo est4n descritas por el campo vectorial de velocidad u. Las variables
{(M, g),u} determinan el comportamiento cinematico del universo. En algunos modelos cosmo-
légicos la congruencia de observadores fundamentales se supone expandiéndose en cierta época,
pero existen modelos donde esto no es el caso [214]. Para determinar el comportamiento dindmico,
es necesario especificar el otro ingrediente importante de la Relatividad General, la materia, repre-
sentada —en alguna escala promediada— por el tensor de energfa-momento Tu(;‘ ) donde A etiqueta
cada uno de los posibles tipos de materia presentes en el espacio-tiempo. La interaccién entre
materia y espacio-tiempo es gobernada mediante las Ecuaciones de Campo de Einstein (ECE):

1 A
Gav = Rap = 3R = kT, Tap = L4 Ty - (L.1)

4Existen estudios en la actualidad donde la cosmologia se basa en otras teorias que no son Relatividad General para
describir la gravedad, un ejemplo son las teorias conocidas como f(R) [195].

5Es importante mencionar aqui que no existe un procedimiento bien definido para darle sentido riguroso a esta palabra
en Relatividad General [24} 68 224].

6Més adelante en el texto veremos a que nos referimos por “suficientemente grande”.

7En esta tesis se usara para este apellido la transliteracion Friedmann siguiendo la tradicién occidental —~que proviene
de la traduccién de sus articulos al alemdn—. Su apellido es ruso y se escribe como Fridman, hay autores que hacen un
compromiso entre estas dos opciones y escriben Friedman.
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En ellas R, = R, ,° es el tensor de Ricci, R = R, es el escalar de Ricci o escalar de curvatura,
x = 87tG es la constante gravitacional de Einstein y T, es el tensor de energia-momento de todos
los campos presentes en el espacio-tiempo. El tensor de R , | fue definido en la introduccién
pagina[xvi) .

El tensor de Ricci, Ry, que se puede expresar en términos de los simbolos de Christoffel (i.C)
mediante

Rop=Tg . —Toept rg I, —T5,I.. (1.2)

,C
Las ECE implican la ecuacién de conservacion® a través de las identidades de Bianchi [51], 1134}, 1215]]

VeGP =0=V,T" =T, =0. (1.3)

Como veremos posteriormente el modelo cosmolégico actual incluye un componente de Energia
oscura [ver 65| [126] 212} para otras explicaciones posibles], que es representado en sus ca-
racterizaciones més simples por una constante cosmolégica A, en ese caso las ECE toman la
forma

Ry — 5 Rap = KT — Agay (14)

y esta ecuacion (1.4) es valida solamente si A es constante en tiempo y espacio, i.e. satisface V,A =
0. Como en este trabajo de tesis consideramos —siguiendo la practica moderna— que A es un tipo

de materia ex6tico, se le incluird dentro de T.
Es un procedimiento estdndar descomponer al tensor de energia-momento T, respecto al campo
vectorial temporaloide u [66]:

Tap = pitatiy + 2q(gttp) + p(&ap + Ualty) + Tap, (1.5)

donde p es la densidad de energia, p es la presién del fluido, 7, es la presion anisotrépica y por
altimo, g,, aparece cuando la velocidad del fluido no estd alineada con el campo vectorial u?. Estas

variables cumplen con las siguientes relaciones:

gau® =0, muu’ =0, ,m7=0, 7Ty = Tp,. (1.6)

1.2.1 Caracterizacién de los modelos cosmoldgicos

Es posible caracterizar al modelo cosmoldgico, (M, g, u), invariantemente de acuerdo a (a) sus
propiedades cinematicas, (b) las propiedades del tensor de Weyl de (M, g) y (c) sus simetrias.

8Notese que las ECE no garantizan la conservacién de cada uno de los componentes de la materia, sélo el total.

3
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Propiedades cinematicas

Las cantidades cinematicas estan asociadas con la congruencia temporaloide u fueron introducidas
por Raychaudhuri a mediados de la década de 1950 [180] y se construyen como a continuaciéon se
muestra [40)215].

Un campo vectorial temporaloide u# determina un tensor de proyeccién h,;, de acuerdo a
hap = Sap + alty (1.7)

cuya accién es proyectar tensores al espacio tridimensional ortogonal a u. El tensor h,;, posee las
siguientes caracteristicas h, = ghey, hhl = h!, hbu, =0y h? = 3. Supongamos que u* es el
vector tangente a una congruencia temporaloide de geodésicas. El tensor h,;, permite descomponer

la derivada covariante, Vu,, que es puramente espacial Vu,u’ = Vbuaub = 0en [215]

1
Ugp = §®hab + Oap + Wap, (1-8)

donde @ = u", es la expansién, 0, = U(ap) — %@hub el corte (shear) y w,p = U[gp] el giro (twist)’. Es
posible encontrar una ecuacion de evolucién para la expansién © [ver pag. 218 de215] conocida
como la ecuacion de Raychaudhuri

0= —%@2 —2(0? — w?) — Rgu‘u® (1.10)

donde © = ©,u%, 02 = 1/20,40% y w? = 1/2wpw™.

Esta ecuacién es de suma importancia por que es usada para los lemas de enfocamiento —[215| pag.
219-223]-y a través de estos a los teoremas de Penrose-Hawking de singularidades [ver §9.5 de
215].

Como se vera mds adelante, en universos tipo Friedmann-Lemaitre, se definira el pardmetro de
Hubble mediante

ay
Il

0. (1.11)

Q=

9En la derivacion original de Raychaudhuri, el parte de la congruencia de particulas con velocidad u* cayendo bajo su

propia gravedad, luego, de mecénica de fluidos se sabe que sufrird los efectos de (a) Contraccién/Expansién, dada por la

divergencia de u”, ® = uy,. (b) Corte, distorsién de la figura sin cambio en el volumen, dada por un tensor simétrico sin

traza y ortogonal a 1”, definido por o = 1(,3) — %G)hah — 1l (gUp). (c) Rotacion/Vorticidad, rotacién sin cambio en su forma,

dado por un tensor antisimétrico ortogonal a u": wap = U[,p — sty Y (d) Aceleracion debido a fuerzas no gravitacionales
tales como gradientes de presion, definidos por 1, = u,,,u?. Obteniendo la ecuacién:

1 .
Ugy = Ogp + Wep + §®hab + tquyp. (1.9)

Como se podra notar, Raychaudhuri no parti6 del supuesto de que la congruencia estaba formada por geodésicas, que es
la suposicion hecha en el texto principal.
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Tensor Conforme de Weyl

La siguiente manera de caracterizar a los modelos cosmolégicos es usando el tensor de Weyl C,pc4
que se obtiene restando las partes con traza del tensor de Riemann R4,

1 1
Cabed = Rabed — 5 (ga[cRd]b - gb[cRd]a> — 3 R &ule8ap- (1.12)

El tensor de Weyl comparte todas las simetrias del tensor de Riemann [215]. Usando las identida-
des de Bianchi y las ECE, ademads de condiciones de frontera apropiadas, C,p.; €s determinado de
una manera no-local por la materia en cualquier parte del universo, y representa asi el “campo
gravitacional libre” [66]]. Se le conoce también como tensor conforme de Weyl por que se comporta

de manera muy sencilla bajo transformaciones conformes de la métrica!®.

Es util separar a C,p4 en sus partes “eléctrica”, E;, y “magnética”, Hj, relativas a u:

Eae = Copegu®u®, Hpe = *Cypequ’u®, (1.13)

donde *C,p.4 es el dual del tensor de Weyl.

1
* — st
Cabcd = Eeub Cstcd
y gbed eg ] pseudo-tensor completamente antisimétrico. Los tensores E,j, y H,, son simétricos y
sin traza, ademads que si ambos son cero, i.e. E;; = 0 = Hy, = Cypey = 0. Se puede demostrar que,

Cpeg 4 = 8 (EabE’”’ - HabH”b) , Cupeg *Ct = 16E,, H. (1.14)

En 1954 A. Z. Petrov [reimpreso en [174] estudi6 las simetrias algebraicas del tensor de Weyl, y
desarroll6 un sistema para clasificarlas conocida ahora como clasificacién de Petrov. Para lograrlo
considerd al tensor de Weyl, C,p.4, evaluado en algtn evento del espacio-tiempo, como actuando
en el espacio de bivectores en ese mismo evento, i.e., X %C“lc’ chd ; de esta manera, es natural
considerar el problema de encontrar los eigenvalores A y los eigenbivectores, X tales que

1
EC”CZXCd = AX". (1.15)

Petrov encontré que sélo existen seis tipos de simetrias algebraicas (relacionadas con la multipli-
cidad de los eigenvalores) en las variedades Lorentzianas de cuatro dimensiones. Asi, es posible

caracterizar a los modelos cosmolégicos usando los tipos de Petrov.

10Fstas transformaciones conformes quedan definidas [apéndice D de [215] como sigue: Sea M una variedad con métrica
Sap- Si Q) es una funcion suave y estrictamente positiva, entonces la métrica g, = Q2g,y, se dice que es derivada de gy, mediante
una transformacion conforme. Es facil probar que el tensor de Weyl, no cambia antes este tipo de transformaciones i.e.

Caved = Caped-
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Simetrias del espacio-tiempo

Se define como isometria del espacio-tiempo (M, g), al mapeo ¢ : M — M que deja g invariante,
es decir, un difeomorfismo ¢ tal que (¢*g) . = gap- Si €l difeomorfismo es un grupo uniparamé-
trico de isometrias, ¢; g,» = gap, al campo vectorial %, que genera este grupo es conocido como
campo vectorial de Killing. Las 6rbitas de este grupo son las curvas integrales de ¢”. Para que este
campo vectorial transforme como una isometria, es necesario que la derivada de Lie de la métrica

con respecto a ¢ sea cero,

£e8ap = 0. (1.16)

Ecuacién que se conoce como ecuacién de Killing. Para ver las propiedades de estos vectores de
Killing constltese [215] apéndice C].

Para caracterizar modelos cosmolégicos, segtin este criterio, basta con especificar los vectores de

Killing que posea.

1.2.2 Modelos Cosmolégicos de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker

Podemos describir el espacio-tiempo de nuestro universo a cierta escala en la cual luce homogéneo
e isotrépico espacialmente mediante la métrica de Robertson-Walker (RW). En esta geometria la
materia se mueve sobre curvas geodésicas irrotacionales y libres de corte (w,; = 0 = 0;;,) con una
velocidad tangente u”, que define una variable temporal canénica u, = —t,,. Ademads, las geome-
trias de RW tienen un tensor de Weyl igual a cero, C,;; = 0, i.e. todos los efectos no-locales como
ondas gravitacionales y fuerzas de marea estan ausentes. El que este tensor sea nulo nos indica
que las geometrias RW son conformalmente planas. La homogeneidad y la isotropia se pueden
definir ahora de una manera precisa usando los campos vectoriales de Killing y el concepto de
isometrias. Un espacio-tiempo es espacialmente homogéneo si existe una familia uniparamétrica
de hipersuperficies >; que folian el espacio-tiempo tal que para cada t y para cualquier par de
puntos p, g € X existe una isometria de la métrica g, que lleva p a q; por otra parte, se dice que
el espacio-tiempo es isotrépico, si en cada punto existe una congruencia de curvas temporaloides
u observadores con tangentes u* que llenen el espacio-tiempo, que satisfacen que, dado cualquier
punto p y dos vectores tangenetes unitarios s{ y s5 en p ortogonales a u“, existe una isometria de
gab que deja a p y u” en p fijos, pero que rota s{, s [215].

El verificar que este modelo (u otros modelos) se ajuste al Universo real es tarea de la Cosmologia

Observacional (cf. §1.4).
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Cinemaética: Geometria de Robertson-Walker

La métrica de Robertson-Walker es la expresién més general de la métrica para un espacio-tiempo
tetradimensional que esta foliado por subespacios tridimensionales espaciales (i.e. { = constan-
te) Xy, maximamente simétricos, es decir, todas las propiedades geométricas del subespacio tri-
dimensional son iguales en todos las locaciones espaciales y que esas propiedades geométricas
no privilegian direccién alguna en el espacio, en otras palabras homogeneidad e isotropia. A la
variable de foliacion ¢ se le llamara tiempo cosmoldgico. La homogeneidad e isotropia en el espacio
tridimensional permite definir un conjunto (infinito) de observadores preferenciales coméviles (i.e.
con x' = constante), que ven el Universo de manera homogénea e isotrépica'!. Entonces, usando

las coordenadas de estos observadores (f, x') podemos escribir:

0 o
ds? = Sap dx“dxP = S00 dar? —I—W— 'y,-jdxldx],

donde el segundo término es cancelado por isotropia, ya que si fuera gy 7# 0 se podria definir un
vector v; = go; que privilegiarfa una direccién. Si usamos el tiempo propio de los observadores

preferenciales para etiquetar las hipersuperficies, tendremos gog = 1, ds?> = —dt> + dI%. Al ser el
espacio-tiempo homogéneo e isotrépico, la curvatura del 3-espacio, R® ;

)

jkl no puede depender'?

de las derivadas de la 3-métrica 7y;;, entonces R® ik = q(%kyﬂ — ’Yiz’ij) y su escalar de curvatura
es R®) = 64, g debe de ser una constante para cumplir con la suposicién de homogeneidad. La
métrica mds general que cumple con un Universo homogéneo e isotrépico en cada instante del

tiempo es entonces:

dr?

2 42, @2
ds® = —dt* + S2(t) {1—1@2

+ 12 (d02 + sen? f)dcpz)] ,ut =48, (1.17)
y estd escrita en término de dos pardmetros cosmolégicos, uno que describe la curvatura espacial
del Universo (K) y el segundo la expansion o contraccién del Universo (S(t)), conocido como factor
de escala. Por dltimo, el vector tangente a las lineas de mundo u? = dx”/dt representa la historia

de los observadores fundamentales.

Podemos escalar la coordenada radial, r, de tal manera que la constante de curvatura espacial
K, solo tome los valores +1, —1 y 0, correspondiendo a geometrias cerradas, abiertas y planas,
respectivamente. Tomando este escalamiento de r es posible expresar la métrica como

ds? = —di? + $2(1) [dx® + fR(x) (467 + sen? 0dg? )| (1.18)

donde la funcién fi(x) es

1Usando la ecuacién geodésica, u” Vb =0, se puede ver que estos observadores son inerciales, ya que se mueven
sobre curvas geodésicas.

125 dependiera de las derivadas de la métrica significaria que podriamos elegir un vector privilegiado en la hipersu-
perficie espacial rompiendo asi la isotropia.
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seny, K=+1
i) =9 x K=0 (1.19)
senhy, K= -1

La tasa de expansién en cada tiempo t estd caracterizado por el pardmetro de Hubble H(t) = S/S,
donde {} = d/dt{} representa derivadas respecto a t, el tiempo cosmolégico.

Las dimensiones en la métrica estdn contenidas en el factor de escala (que depende de t), ya que la
ry el “angulo” x son adimensionales. También es posible tener un factor de escala adimensional
mediante a(t) = S(t)/So donde Syp = S(ty), es S en la época actual, tg = hoy; a(t) determina
las distancias fisicas entre dos puntos!3 I(t), a un tiempo ¢, en términos de las distancias comévi-
les I (estas ultimas no cambian en el tiempo, recuerde que los observadores fundamentales son
comoviles, i,e. sus coordenadas x' estan fijas)

1(t) = loa(t). (1.20)

Con esta nueva definicién del factor de escala, el parametro de Hubble es ahora H(t) = d/a.
En un universo homogéneo e isotrépico, el pardmetro de Hubble define las tnica escala espacial
significativa: el radio de Hubble , r; = cH ™. El radio de Hubble representa la distancia a la cual
la velocidad de recesién de una galaxia es igual a la velocidad de la luz . Para factores de escala

t
que van como a(t) « t7, el radio de Hubble es ry ;, i.e. el radio de Hubble crece linealmente

con el tiempo.

Otra manera de expresar esta métrica se logra escalando la coordenada temporal mediante
an = —— (1.21)
donde a 7 se le conoce como tiempo conforme, quedando,

ds* = a*(n) {—dﬂz +dx* + f2(x) (d92 + sen? Gdgbz)} . (1.22)

Por dltimo, es posible reescribir la métrica en términos del factor de escala, a o del redshift, z =
(ag/a) — 1 como la coordenada temporal, esta forma mostraré claramente que el tiinico contenido
dindmico estd en el parametro de Hubble H:

- da\* 1 _
ds*> = H™%(a) (;) —a?dx? = At {H 2(z)dz? — dxz} . (1.23)

13En la literatura también se les llama distancias propias, aunque este uso no siempre es consistente lo cual ha llevado a
confusiones con el paso del tiempo [42].

14E] radio de Hubble estd muy relacionado con el (cf. para una definicién) horizonte de particulas para ciertas épocas
del universo, pero conceptualmente son muy diferentes, por lo que es muy importante no confundirlos; para una excelente
discusién de esta y otras confusiones ver [42].
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Dinédmica: Universos de Friedmann-Lemaitre

Una vez que se ha especificado la geometria del espacio-tiempo usando la métrica de Robertson-
Walker (RW), es ttil describir su dindmica mediante las ECE. Para hacerlo es necesario conocer el
contenido de materia-energia descrito —a la escala determinada por la validez de la métrica RW-

mediante el tensor de energia-momento T;.

Debido a la isotropia local el tensor de energia momento, T,;, expresado como (1.5), toma necesa-
riamente la forma de un fluido perfecto (i.e. 71, = 0 = g,) relativa a las lineas de mundo de los

observadores fundamentales, es decir el fluido es comovil con la expansién del universo,

Tap = (0 + p)uatiy + pSavs (1.24)

la densidad de energia, p y la presién, p son los eigenvalores temporaloides y espacialoides de Tj;.
Para encontrar las ecuaciones dindmicas de este modelo cosmolégico es necesario calcular G, y

T, y luego sustituirlos en las ECE'®.

Una de las muchas maneras de encontrar las expresiones buscadas es empezar por el calculo de
los simbolos de Christoffel (i.C), que para la métrica de RW (1.17), tienen la siguiente forma

15Para este modelo es posible obtener las ecuaciones de evolucién sin tener que pasar por todo el tedioso procedimiento
de calcular g, — I', . = Ry — R — Gyp,. Para lograrlo, primero, utilizando las identidades de Bianchi @3, Vs T = 0,
obtenemos,
a(t)

P+3E(P+P) =0

Ahora, usando las propiedades cinéticas podremos escribir la ecuacién de Raychaudhuri (1.10) en la métrica de RW.
Primero, sacando la traza de las ECE llegamos a
R =4A - 8nGT (1.25)

donde T es la traza de T,;. Sustituyendo en la ECE,

1 A
Ry = 872G [Tab -3 (T+ R) gub] , (126)

en particular, para el fluido perfecto (T.24), tenemos T = 3p — p y si multiplicamos la ecuacién anterior por u®u?,
Rapu®u’ = 47G(p + 3p) — A. (1.27)

Sustituyendo esto en la ecuacion de Raychaudhuri; y notando que en las métricas RW, o, = w,, = 0, por lo tanto, la
ecuacién de Raychaudhuri ahora es,

O+ %@2 = —47G(p+3p) + A (1.28)
Sustituyendo (1.11), obtenemos que la ecuacién de Raychaudhuri para métricas RW (cf.[1.39) es
i 4nG A

Por dltimo, calculando la primera integral de estas dos tltimas ecuaciones obtenemos la ecuacién controla la evolucién
del universo: la ecuacion de Friedmann (cf.[1.38a)

=T, 2 (1.30)

a\2> 81G A K
3 3 a2

a
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F;it :6]1:% I, 251']'%

Thy =r*aa Ffp¢:r2sen29aa

I, = % ro=—1—K*)r (1.31)
1"8,2%21"%7 :M,:—(l—Krz)rsenZG

thP:—senOcos(J Fiezgs—zz.

El siguiente paso es calcular el tensor de Ricci, Ry, al sustituir (1.31) en la férmula (1.2) se llega a

. .. .\ 2
PR ioeild a K
R} = 3;, R{ = ‘5]‘ - +2 (a) +2a—2 . (1.32)
Contrayendo el tensor de Ricci con la métrica, obtenemos el escalar de Ricci, R,
R =g"R,,. (1.33)
Sustituyendo los valores encontrados en las secciones anteriores,
. N2
K
R =6 u+<a) + = (1.34)
a a a

Como tltimo paso para completar el lado izquierdo de las ECE, calculamos el tensor de Einstein
Gp, definido por

Gba = Rha - %gbafR (1.35)

haciendo las sustituciones adecuadas, se obtiene

Gl =— [(Z)Z; , G =— 2Z+<Z>z+i§ (1.36)

Por el lado de la materia, T, tiene la forma (1.24) en estas coordenadas,
T, = —p, (1.37a)
T =dp (1.37b)

Entonces las ecuaciones de Einstein son

10
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N2
a 871G A K
() =3 Ptz (1.382)
2 (1Y 2 (sncp s KA (1.38b)
a al PT 2 ' ’

Podemos observar que estas ecuaciones pueden ser unidas en una sola si las restamos,

i 4nG A
- = - 3 - 1.39
. 5 (0+3p)+ 3 (1.39)
El sistema de ecuaciones (1.38) esta subdeterminado, ya que en realidad es una sola ecuacién (1.39)
y posee tres incognitas: (a(t), p, p). Para resolver este modelo cosmoldgico es necesario encontrar
dos ecuaciones més, la primera puede ser obtenida utilizando la identidad de Bianchi (1.3) en el
tensor de energia-momento, V T = 0,
0
3—= =0. 1.40
P3P tP) (1.40)
Esta ecuacién controla la densidad de la materia mientras el universo se estd expandiendo. La

dltima ecuacién necesaria se obtiene suponiendo que la presién p cumple con una ecuacién de

estado, p = p(p).
La existencia y unicidad de la solucién {a(t), p(t)} del conjunto de ecuaciones (1.38) queda esta-
blecida si se da una ecuacién de estado que describa el contenido de materia (para uno o varios
componentes) del universo y un conjunto adecuado de condiciones iniciales. Las condiciones ini-
ciales se pueden dar a un tiempo arbitrario, pero generalmente se dan en el tiempo actual, ¢g:

» La constante de Hubble, i.e. el parametro de Hubble al tiempo actual, Hy = (d/a)o;

» Un pardmetro de densidad adimensional para cada una de los tipos de materia, Qg = xp;o/3H3;

m SiA#£0,Qpo=A/ 3H§ o el pardmetro de desaceleracién (adimensional) qo := —(id/a)o Hy 2,

Los modelos cosmoldgicos que tienen una geometria caracterizada por la geometria de Robertson-

Walker y con una evolucién gobernada por las ecuaciones (1.40), (1.38b) y (1.38a) son llamados

universos de Friedmann-Lemaitre (FL).

ADDENDUM: Ecuaciones en tiempo conforme  En este trabajo de tesis estaremos usando el tiempo
conforme #, ademads del tiempo cosmolégico . La relacién entre estas dos coordenadas temporales
estd dada mediante

11
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En esta sub-seccién expresaremos las ecuaciones mds importantes presentadas hasta ahora en estas
nuevas coordenadas. Noétese que para cualquier funcién f(f) se cumple

oy~ L)
f(t> - a 17) ’

a2(1) a2(7)’

donde {}’ = d/dn{} indica derivada respecto al tiempo conforme. Estas relaciones nos permi-
ten convertir ecuaciones del tiempo cosmolégico al conforme. En particular, definimos H (7)) =
a'(n)/a(n) = aH , como el parametro de Hubble comévil.

La ecuacién de Friedmann (1.38a)), la de aceleracion (1.38b) y la ecuacién de conservacion (1.40) en
la métrica RW conforme (1.22), son respectivamente:

N 2 2

2 (A" _ 8nG , asA

H = (a) =5 ap—i——S K, (1.41a)
/ 2 a’ a"\? 2 2
29¢ + —2a—(a> :—(8nca p—a A+1<) (1.41b)
P +3H(p+p) =0, (1.41¢)
la ecuacion auxiliar (1.39) es

' 471Ga? a’A

H =- 3 (p+3p)+T. (1.42)

Comportamiento de la materia en Universos de Friedmann-Lemaitre

La densidad total de materia (,,0 en el presente, estd dada por la suma de las densidades de los
diferentes tipos de materia )y, que suponemos existen,

Qo = Quato + Qrago = Qo + Qpmo + Qyo + Quo, (1.43)

donde ()4; incluye la materia no relativista (el subindice B indica la materia bariénica y el subin-
dice DM representa a la materia oscura), y rad representa a la materia ultra-relativista o radiaciéon

(los subindices y y v indican fotones y neutrinos respectivamente).

El pardmetro de densidad total () es la suma de la densidad total de materia y la densidad de
energia total de la constante cosmolégica

12
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Qo = Qo + QpEo- (1.44)
Usando estas variables, la ecuacién de Friedmann (1.38a)) se expresa como

K

(1.45)
Otra forma muy dtil de expresar la ecuacién de Friedmann, es en funcién de las densidades actua-
les,

H(a)* = H} [QDEO + Quatoa > + Qggoa* — (Qp — 1) ﬂfz} . (1.46)

Se supondra regularmente que las ecuaciones de estado tienen la forma

p=(vy—1p, (1.47)

donde v es una constante. Desde un punto de vista fisico los casos mas interesantes son y = 1
(polvo), v = % (radiacién), v = 0 (e.g. campo escalar dominado por el termino del potencial o una
constante cosmoldgica) y algunas veces v = 2 (fluido duro, e.g. , un campo escalar dominado por

el término cinético [147, 214]), entonces el valor de -y estd en el rango dado por

0<y<2

Usando la ecuacién de conservacion (1.40) y la ecuacién de estado barotrépica (1.47), es posible
obtener la evolucién de la densidad de energia

p(t) = %- (1.48)

La materia no relativista (materia bariénica y materia oscura) es considerada en estos modelos
como “polvo”, con una presién igual a cero, p = 0, por lo que su densidad de energia varia como
pm o a~3. La radiacién por su parte tiene la ecuacién de estado p = p/3, por lo que su densidad
de energfa decae como'® p & a~4. Estos resultados se pueden interpretar de manera intuitiva de la
siguiente manera: para particulas no relativistas, su energfa es igual a su masa en reposo, la cual
permanece constante en el tiempo. La densidad de energia de muchas particulas no relativistas es
igual a su masa multiplicada por su densidad de ndmero, el cual varia inversamente proporcional
al volumen (a°), i.e. pyy  a~3; por su parte, los fotones tienen una energia igual a E, = kgT y su
longitud de onda se expresa como A, = fic/kgT. En tiempos anteriores, la longitud de onda del
foton era menor, ya que el factor de escala a(t) era menor (ver[1.20), y debido a que la energia del
fotén es inversamente proporcional a su longitud de onda, obtenemos que su energia debi6 de
ser mayor en tiempos pasados por un factor de 1/a(t) comparada con la energia actual. Usando
ambas relaciones obtenemos que la temperatura de un fotén en funcién del tiempo es

16Este resultado también se puede obtener usando la ecuacién geodésica para particulas sin masa
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Tipo de Energia | a(t) a(n) 0
Radiacién t1/2 1 a4
Polvo £2/3 > a3
A et | —(Hy)~1 || constante

Tabla 1.1: Resumen sobre comportamientos del factor de escala en tiempo césmico y tiempo conforme dependiendo de la
época dominante (primera columna) y la evolucién de la densidad de energia respecto al factor de escala

T(t) = —% (1.49)

Al considerar un plasma, su densidad de energia se puede expresar como su densidad de nimero
(que varia como a~3) multiplicada por su temperatura (cuya dependencia temporal est4 dada por
. Este tltimo factor nos da un término extra de a—!i.e. p ;g & a~*. En la tabla se muestra
un resumen de lo tratado en esta seccién (agregando el caso de constante cosmoldgica).

ADDENDUM: Ecuaciones en tiempo conforme ~ El comportamiento del factor de escala en el tiempo
conforme se puede calcular de manera analoga al caso del tiempo cosmolégico, resultando en
a(n) = Cy?/B371-2), siendo C una constante de integracion (ver la tercera columna de la tabla .

Singularidad inicial en Universos de Friedmann-Lemaitre

De la ecuacioén (1.39) es posible definir una especie de masa gravitacional activa de la materia a
Hgrav = p + 3p [67]. Para materia ordinaria, esta cantidad es positiva ya que satisface la condicion
fuerte de energia [215] pags. 218-219]. La materia ordinaria entonces desacelera la expansién del
universo (i < 0). Una constante cosmolégica positiva causa una expansién acelerada (i > 0). La
evolucién final del universo dependera de cual de las dos tendencias es la dominante. Se puede
observar de quesi A <0y (p+3p) > 0 para todo tiempo t y dado que en la actualidad
ag > 0 (por definicién) y Hy > 0 (ya que observamos redshifts y no blueshifts) entonces de
i < 0, por lo tanto, existe un tiempo finito ¢, < to tal que a(t) — 0 mientras que t — t, (1.39); y
lim; ,;+ p = +o0 . Es decir el Universo “inici6¢” en una singularidad [66} 215, 218].

La conclusién de que necesariamente hubo un Big-Bang, pudiera ser evitada con ayuda de una cons-
tante cosmoldgica positiva (A > 0), pero debido a que sabemos que el universo se ha expandido
por lo menos en un radio de 11 (ya que vemos objetos con un redshift de 10). De la ecuacién de
Friedmann se ve que A tuvo que haber tenido una magnitud de por lo menos 112 veces
la densidad de la materia actual para dominar en esa época o tiempos anteriores, y evitar asi la

singularidad, pero esto contradiria el valor dado por las observaciones actuales [59, 67].
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Es de recalcar que, con esta conclusion, el universo alcanzé temperaturas (o equivalentemente

energias) del orden de la temperatura de Planck (Tpjzcx = 1/%52 ~ 102K ~ 10"GeV) en las
cuales la teoria General de la Relatividad deja de ser valida, ya que esperamos que los efectos

cuénticos se vuelvan dominantes a esta escala.

Comportamiento Futuro de los Universos de Friedmann-Lemaitre

Como vimos en la seccién anterior, de acuerdo con la teoria de Relatividad, los modelos cosmol6-
gicos de FLRW, con las condiciones apropiadas inician en una singularidad. En esta seccién dividi-
remos el comportamiento posterior a la singularidad inicial dependiendo de la materia dominante

y del valor de A. Primero, tomando en cuenta solamente el valor de A tenemos,

s A = 0. El Universo inicia en una singularidad, su futuro depende de la curvatura espacial K
o del parametro de densidad (). El Universo se expandera por siempresiK =0+ Q=10
K <0 < Q) < 1, pero recolapsa en una singularidad (Big-Crunch) si K > 0 <> () > 1. De este
comportamiento, descubrimos que para universos FL con A = 0, ()9 = 1 corresponde a la
densidad critica que separa a los modelos que se expanden por siempre de los que recolapsan
en el futuro: Qitics = 1 € KPritica = 3H§ (ver , Oy = po/ Peritica-

= A < 0. Todas las soluciones inician en singularidad y recolapsan.

= A>0.5K = 00K = —1 todas las soluciones inician en una singularidad y se expanden
eternamente. Si K = +1 existen modelos que inician en una singularidad y se expanden
por siempre o colapsan en una singularidad futura, pero en esta situacién existen también
soluciones estaticas (e.g. Universo estdtico de Einstein), y soluciones en las cuales hay un
“rebote”: colapsan desde infinito, llegan a un radio minimo y se expanden de nuevo (i.e., no

tienen singularidad inicial).

Soluciones Bésicas de los Universos de Friedmann-Lemaitre

Estableceremos una clasificacién de todas las soluciones de los universos FL suponiendo que tini-
camente existe un componente de materia y/o constante cosmolégica. Esta clasificacion sigue la
clasificacién usada en [184], para una clasificacién mds general incluyendo universos que no son
FL véase [78]1214].

= MODELOS ESTATICOS Los modelos estaticos fueron las primeras soluciones cosmoldgicas

estudiadas y fueron propuestas por A. Einstein (1917). Es el tinico caso en el cual se deben
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de usar ambas ecuaciones (1.38), en lugar de una sola de ellas. En ellas se pide que 4(t) =0,

lo cual implica que
K

2= A =4nGp.
Se pude ver inmediatamente que p es constante. Para tener un modelo realista es ne-
cesario que p > 0, por lo que K = +1. Los universos con estas caracteristicas son conocidos
bajo el nombre de Universos de Einstein. Estos universos, como demostré Eddington poco
después, son inestables ante pequefias perturbaciones de p. Existen otras dos maneras de
obtener un universo estético: (a) Sin constante cosmolégica, i.e. , A = 0, la tinica manera
de obtener un universo estatico es mediante presiéon negativa p = —p/3, de nuevo se tiene
K=+1;y (b) A = K= p =0, a = cualquier constante, esto es (luego de una transformacién

que absorba la constante a) el espacio-tiempo de Minkowski, M*.

» MODELOS VACIOS Son los universos en los cuales p = A = 0. Estos modelos no tienen mu-
cho significado fisico ya que son equivalentes a que la gravedad esté “apagada”,i.e. G = 0.
El espacio-tiempo de estos modelos sin materia es M*, sus diferencias se daran por la cine-
matica de las particulas de prueba en ellos (el substratum en [184] pag. 358]). En el apartado
anterior se mencioné uno de los dos modelos existentes: espacio-tiempo de Minkowski esca-
lado. El otro es el modelo de Milne, descrito a continuacion.

e Modelo de Milne. Este modelo representa un universo plano, (R,,; = 0i.e. un espacio-
tiempo de Minkowski, M*), visto por un conjunto uniforme de observadores en expan-
17

sién™’ en todas las direcciones y con todas las velocidades posibles desde un punto

singular en t = 0 [184, pags. 360-363]. Su expansioén es lineal
a(t) = Ct, (1.50)

ysuedad es 1p = HLO El tiempo propio T de los observadores coméviles, sirve para
foliar el espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales de curvatura negativa constante
(1/7%).

Obviamente, en este modelo el “Big-Bang” es en realidad un evento puntual dentro de
o incluido en el del espacio-tiempo. Este modelo puede ser una buena aproximacién del

futuro lejano del universosi K < 0y A = 0.
» MODELOS CON MATERIA Son aquellos modelos en los cuales p # 0.

o Modelo con radiacion. En este modelo, un universo plano se supone lleno de radiacién
tnicamente (p = 1/3p, A = K = 0). El factor de escala evoluciona de manera

a(t) = Ct/2, (1.51)

Con una edad en ag de 1y = 21T0 Este es un buen modelo para describir lo que se conoce

como etapa dominada por radiacién.

17E] por qué se estdn expandiendo y por que lo hacen desde un evento tnico no es especificado en el modelo.
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o Modelos con “polvo”. El primer caso interesante es el conocido como Universo de Einstein-
de Sitter cuya composiciones p = A = K = 0 = ()9 = 1. La condicién p = 0 indica que
estd formado por materia no relativista. El factor de escala,

a(t) = Ct2/3, (1.52)

Su edad, cuando H(t) = Hyes de 1p = ﬁ Es un buen modelo cuando la radiacién ha
dejado de ser dominante y antes de que la constante cosmolégica domine. También es
un buen modelo del comportamiento futuro del universo si los datos observacionales
apuntarana K = A = 0.

Existen modelos con polvo con valores de K # 0y A = 0. El caso con K = —1 fue

durante mucho tiempo el considerado como el modelo correcto del universo actual. Su
edad es [184]

t
70 = Chat { (X + X2) —senh™! \/X} , X = ?j( )t'
ma

Para tiempos muy grandes a(t) o« t y se puede aproximar por un universo o modelo
de Milne (cf. arriba). El caso con K = +1 es ciclico (en el sentido de que inicia en una
singularidad y acaba en una singularidad futura) y si se define la masa total de un
universo de este tipo mediante el producto de la densidad, p, y el volumen a un tiempo
t, 27%a3 (t), tenemos M := 2n2a3p = 37mCpat /4G. Esta caracteristica impone una fuerte
constriccién ya que una masa finita M implica K = +1, determina Cy, y la historia
entera de este espacio-tiempo. En este sentido es el modelo méas Machiano de la lista,
ya que la masa determina completamente y de manera tnica al espacio-tiempo[184].
Estos modelos poseen ademés de un horizonte de particulas, un horizonte de eventos
(definido en la pagina[32).

o Modelos de de Sitter. En estos modelos tienen A > 0 pero vacios de cualquier otra materia.
El espacio-tiempo de estos modelos es el espacio-tiempo de de Sitter d.S*. Existen tres'®
modelos o métricas diferentes [91] [184] dependiendo de como se elija la foliacién del
espacio-tiempo en hipersuperficies de curvatura constante positiva. La diferencia entre

estos modelos radica una vez mds en el movimiento de las particulas de prueba.

Para obtener los tres diferentes modelos debemos reescribir la ecuacién (1.38a)) con p =
0 [85],

i% — w?a? = —K

donde w? = % Esta ecuacién tiene para los distintos valores de k las siguientes solucio-
nes

18Cuatro métricas diferentes si se toma en cuenta la métrica estética (que no es del tipo RW) que fue la descubierta por
W. de Sitter [67, [184].
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coshwt, K= +1
a(t) = evt, K=0
senhwt, K= -1

El caso con A > 0,K = 0, se conoce como Universo de de Sitter. Como se acaba de
mostrar este modelo tiene una expansion exponencial,

a(t) = ceflt, (1.53)

donde C y H son constantes. El pardmetro de Hubble es H = A/3. Como la tasa de
expansion es constante no tiene inicio (i.e. no tiene singularidad inicial para ningtan
t finito) su edad es infinita. Es un buen modelo del universo en el futuro si A > 0
(se puede entender observando la ecuacién ya que para tiempo muy grandes
el término que contiene A dominara sobre los demads). También puede ser entendido
como una solucién con A = 0 y conteniendo materia que tiene una ecuacién de estado
p = —p, modelando asi un periodo inflacionario muy temprano. También es el caso
limite de todos los universos de FL con A > 0 que se expandan indefinidamente.

El modelo con K = —1 inicia en una aparente singularidad, pero se puede demostrar
que esta es una singularidad coordenada (cf. ver parrafo siguiente), es el anélogo en d.S*
del universo de Milne, pero aqui las particulas estdn acelerando debido a la constante
cosmoldgica. El caso con K = +1 colapsa desde infinito a un tamafio minimo distinto
de cero y luego vuelve a expandirse.

El espacio-tiempo de de Sitter es invariante ante transformaciones de Lorentz (esto
se puede ver ya que es posible encajar la métrica este espacio-tiempo como un hiper-
hiperboloide [85, 184] en el espacio-tiempo de Minkowski de 5 dimensiones, M, las
transformaciones de Lorentz dejan invariante al hiper-hiperboloide) siendo asi un espacio-
tiempo méximamente simétrico. A partir de esto se puede demostrar que las diferentes
foliaciones del hiper-hiperboloide pueden ser transformadas una a la otra mediante

combinaciones de rotaciones y transformaciones de Lorentz [184].

o Modelo de anti-de Sitter E1 modelo con A < 0 es un espacio-tiempo de anti-de Sitter,
AdS*. Este caso es analogo al universo de Milne en AdS* pero los observadores son

frenados por la atraccién de A.

Es importante notar que ninguno de estos modelos describe por si solo al universo real. El universo
real contiene una mezcla de diversos tipos de materia y su combinacién es la que guiaré la evolu-
cién del mismo, aunque existirdn intervalos de tiempo o épocas en las cuales su comportamiento

podra ser descrito aproximadamente por alguno de estos modelos.
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1.3 Cosmologia Estindar

Se entiende como modelo estandar de cosmologia o cosmologia estdndar a los modelos cosmol6-
gicos que (a) satisfacen las dos suposiciones mencionadas al inicio de (Relatividad General
como teoria correcta de la gravedad y Homogeneidad e Isotropia a cierta escala), (b) tienen una
estructura geométrica del tipo Robertson-Walker, (c) poseen una dindmica dada por las ecuaciones
con todas sus consecuencias (subsecciones de[1.2.2), incluyendo la singularidad inicial
[125, [158] 164} [190]. La cosmologia estandar estd basada en el modelo estandar de particulas, el
cual ha sido probado como vélido hasta energias de T ~ 200 GeV mediante el Gran colisionador de

Electrones-Positrones (LEP)' 20 .

Con estas suposiciones, la evolucién de un universo en la cosmologia estdndar esté caracterizado
por tres épocas importantes: (a) Una época dominada por radiacién (0,,4 > pm) que ocurre a
redshifts mayores que zeg ~ (Qpp/Qyaq) ~ 104 Para z > 2., la densidad de energia es dominada
por materia relativistica y el universo puede aproximarse mediante el modelo con radiacién (cf.
pag. . La segunda fase ocurre para z <z, en el cual es universo es dominado por materia, que
en los casos més sencillos se comporta como un modelo de Einstein-de Sitter; (c) Observaciones de
supernovas indican que actualmente existe una dominacién de constante cosmolégica sobre los

otros tipos de materia.

En cualquier época, la temperatura va como T « a~!. Cuando la temperatura cae por abajo de
T ~ 103 K, los 4tomos empiezan a formarse y los fotones se desacoplan de la materia, es en este
momento (z4,. =~ 1100) cuando se forma la Superficie de Ultima Dispersion (LSS), emitiendo el Fondo
de Radiacion Césmica 21, la cual estd formada por fotones que han viajado sin dispersién
desde entonces. El CBR tiene un espectro de cuerpo negro con una temperatura diferente de cero,
este espectro de cuerpo negro es una consecuencia de que los fotones y la materia estuvieron en
equilibrio térmico en épocas anteriores al desacople (el equilibrio térmico se mantenia ya que los
fotones y electrones interactuaban fuertemente mediante dispersiones de Thomson).

1.3.1 Historia Térmica del universo en la Cosmologia Estandar

La mayor parte de esta seccién estd basada en las siguiente lista de referencias bibliograficas [20,
52,110,157, [163]. Referencias mas puntuales se dardn como citas a lo largo de la seccién.

19Se espera explorar energias mas altas (7 TeV por particula o 574 TeV por nticleo) mas en el Gran Colisionador de Hadro-
nes (LHC) el cual se espera que esté en funcionamiento en Septiembre del 2009. Para obtener mds informacién se puede
visitar la pagina web localizada enhttp://lhc.web.cern.ch/lhc/}

2Consultese su pagina webhttp://delphiwww.cern.ch/offline/lepwgs.html para mas informacion

2 También conocido como pero hay que notar que solamente en la actualidad las frecuencias de esos fotones se
encuentran en el rango de las microondas.
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Preliminares. Supongamos una caja ctibica de lado L, con condiciones de frontera periédicas.
Los campos cuanticos se expandirdn en ondas planas con ntimeros de onda k dados por k; =
n;j(2m)/L coni = {x,y,z}. Asi, la densidad de estados en el espacio de fase para una particula con

g grados de libertad internos (e.g. el espin) es

AN = 5 __ v, 154

(27th)3 (1.54)

Al ntimero g también se le conoce como factor de degeneracion. Esta cantidad es extensiva (ya que
es proporcional al volumen, V) y por lo tanto la densidad de ntimero dn serd independiente de V.
De acuerdo con fisica estadistica el valor de expectacién del ntimero de ocupacién de un estado de

energia E o funcién de distribucién es

1
T e(E—mwkpT 417

f(p) (1.55)

donde kg es la constante de Boltzmann, y el signo a usar depende del tipo de particulas (+ co-
rresponde a fermiones y el — a bosones); p es el potencial quimico, definido por el cambio de
energia asociado con el cambio en el nimero de particulas, como se puede apreciar de la relacién
termodindmica

dE = TdS — PdV + udN. (1.56)

Si las especies de particulas i tienen la distribucién mostrada arriba para algtun y; y T, se dice
que estan en equilibrio cinético. Si todas las especies estdn a la misma temperatura se dice que el
sistema estd en equilibrio térmico, este equilibrio requiere que las interacciones entre los constitu-
yentes del sistema ocurran frecuentemente, si se cumple esto, podemos describir al universo como
evolucionando a través de una secuencia de estados en equilibrio térmico y usar cantidades ter-
modindmicas como la temperatura T, presion P, densidad de entropia s etc en cada tiempo £. Si el
sistema estd en equilibrio quimico, los potenciales quimicos de las diferentes especies de particulas
estan relacionados de acuerdo a las formulas de reaccion, e.g. i +j <> k+1, pj + pj = pig + py, en-
tonces, todos los potenciales quimicos pueden ser expresados en términos de potenciales quimicos

de cantidades conservadas, e.g. el potencial quimico bariénico, yp.

En el equilibrio térmico, N se estabilizara alrededor de su valor de equilibrio, por lo que espera-
mos que haya muy pocos cambios en N, haciendo asf que y = 0. Esto se pude probar formalmente
usando la definicién de la funcicn de energia libre de Helmholtz: F = E — TS. Esta cantidad es mi-
nimizada en el estado de equilibrio de un sistema a temperatura y volumen constante. Dado que
dF = —SdT — PdV 4 udN, tenemos que dF /dN =0 = pu = 0.

La densidad de particulas en el espacio de fase es la densidad de estados multiplicada por el
numero de ocupacién,

@) (157)
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La densidad de particulas en el espacio ordinario se obtiene integrando sobre el espacio de mo-

mentos.

- i [ 1o

Otras cantidades de interés son la densidad de energia y la presién

0= G ER PP, (1.59%)

__38 ® |p| 3
= G /O e f(p)d. (1.59b)

Estas expresiones tienen dos limites muy importantes, el primero ocurre cuando T > m, y es co-
nocido como el limite ultra-relativista, en él podemos aproximar E = +/p? + m? ~ p. En este limite
también se tiene que T > ||, por lo que ambas variables pueden ser despreciadas, obteniendo las

siguientes férmulas

¢ /oo AmpPdp @’( )gT3, fermiones (1.60a)
_ _ .60a
(27th)3 Jo  er/ksT +1 % (3)gT3, bosones
g /oo ampddp %%gT‘*, fermiones (1.60b)
P=nh)3 Jo er/ksT +1 ZgT*, bosones, .
4.3
_ & ([ ampdp 1
P= (27th)3 /0 /T 11 3P (1609

donde ¢(3) = Y0 ;(1/n3) = 1,20206 es la funcién zeta de Riemann y se usé el hecho de que las
funciones de distribucién s6lo dependen de p = |p|, d°p — p?dpdQ. El otro limite es el conocido
como no relativista, y esta dado por (a) T < m, i.e. las energifas cinéticas tipicas estdn muy por
abajo de la masa m, por lo que podemos aproximar a la energia por E = m + p?>/2m;y (b) T <
m — u, condicién que lleva a que el sistema esté diluido, i.e. nimeros de ocupacién < 1. Ambas

condiciones permiten hacer la aproximacién siguiente
e(Efl/l)/kBT 4+ 1~ e(Eflu)/kBT,

lo cual hace que las diferencias entre bosones y fermiones desaparezcan (no sean importantes) en
este limite,

mT 3/2
_ L —(m—u)/T
n=g <27Th> e , (1.61a)

=n (m + zT) ) (1.61b)
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P=nT < p. (1.61c¢)

Las diferencias entre el caso ultra-relativista y el no relativista (una caida exponencial) se debe
principalmente a que las particulas y las antiparticulas se aniquilan unas a las otras, a temperaturas
altas estas reacciones ocurren constantemente y son balanceadas por la produccién de pares, pero
a bajas temperaturas la energfa térmica de las particulas en insuficiente para la produccién por
pares. Para los casos intermedios (T ~ m) es necesario hacer las integrales numéricamente.

Otra cantidad de suma importancia es la entropia S(V, T), la entropia es introducida como una

ecuacion central a la termodindmica mediante el diferencial

dS(V,T) = — [d(o(T)V) + P(T)dV], (1.62)

Sl =

Usando las ecuaciones (1.59a)) y (1.59b) obtenemos,

dP(T)

iT T

—_

(o(T) + P(T)) (1.63)

e insertando esta relacién en (1.62) llegamos (salvo una constante de integracién) a

S(V,T) =

Sl <

[o(T)+ P(T)]. (1.64)

Es posible obtener una relacién de conservacién para la entropia. Reescribiendo (1.40) como a>dP/dT =
d/dt[a®(p + P)] , combinandola con (1.63) e identificando a V con a®(t) llegamos a

25y =0. (1.65)

Si definimos la densidad de entropia s mediante s = 5/V la conservacion se escribe como

d
E(ag's) =0. (1.66)
Para las especies relativistas tenemos
_p+P %TS ¢T? fermiones

s (1.67)

2
T ZL 0T  bosones.

el caso no relativista no es importante y no se escribird aqui, ya que la entropia de la radiacién es
abrumadoramente mayor que la entropia de las especies no relativistas.

La entropia que se produce durante los diferentes procesos que ocurren en el universo es insignifi-
cante comparada con la entropia total del universo, por lo que se dice que el universo es adiabdtico
(cf. deduccioén arriba).
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Condicion de equilibrio térmico. ~ Si los constituyentes del universo tienen una densidad de ndme-
ro n, velocidades tipicas relativas v e interacttian mediante un proceso de dispersién que tiene una
seccién efectiva de cruce?? ¢, la tasa de interaccién por particula I estad dada por I' = /\Jinl1 p, = 1o,
donde Afy,;, es la distancia libre promedio?®. La condicién que se dio arriba, para que se mantenga
el equilibrio térmico a través de las interacciones es que su tasa de interacciones sea mucho maés

grande que la tasa de expansién del universo:

I> H. (1.68)

La densidad de ntimero decrece, regularmente, con el tiempo a un mayor ritmo que el pardametro
de Hubble. Esto significa que en ciertas épocas algunas especies abandonardn el equilibrio térmico.
Su densidad de niimero se “congelara” a cierto valor y s6lo cambiard al ser diluido por la expan-
sién del universo. Este “congelamiento” es uno de los actores mas importantes en la evolucién del

universo como veremos adelante [20]%.

Sopa primordial. La sopa primordial estaba compuesta por todas las diferentes especies de
particulas elementales. La masa de estas especies cubren un amplio rango comprendido entre
m ~ 175 GeV (quark top) hasta el fotén m = 0. La expansion del universo estd gobernada por
la densidad de energia total, p(T) = Y; p;(T), donde la i representa todas las especies en la so-
pa primigenia. La densidad de energia de las particulas ultra-relativistas (a las cuales llamaremos
genéricamente “radiacién”) es mayor que las de las especies no-relativistas, por lo que, en el uni-
verso temprano (i.e. dominado por radicacién) es suficiente tomar en cuenta a la radiacién en el

célculo, asi, la densidad de energia es

77:2 4
p(T) = 358+(T)T*, (1.69)
y la densidad de entropia,
27 3
S(T) = o2 (T, (1.70)

donde g*(T) = Yi=bosones gi(Ti/T)4 +% Zj:fermiones gj(Tj/T)4 y gi = Yi=bosones gi(Ti/T)3 + %
Y= fermiones gi(Ti/ T)3 . Las variables T;; son temperaturas especificas de cada una de las espe-
cies. Mientras todas las especies tengan la misma temperatura y sean relativistas (e.g. P ~ (1/3)p),
9+(T) =~ ¢5(T). El extrafio factor de % se arrastra desde la ecuacion . La presion es en esta
época P(T) == (1/3)p(T).

22Cross-section en inglés.

23En ingles free-mean path

24Este argumento heuristico puede ser expuesto de una manera més rigurosa usando la ecuacién de Boltzmann, la cual
gobierna la abundancia de las especies de particulas en un universo que se expande, para esta demostracién cf. §9.2 de
[157].
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Temperatura (GeV) especies I«
~ 200 todas presentes 106.75
~ 100 transicion EW sin efecto
< 170 aniquilacién del quark ¢ 96.25
< 80 w=,20 HO 86.25
<4 quark b 75.75
<1 quark c, T~ 61.75
~ 150 x 1073 transicién QCD 1725 (u,d,g — 9
<100 x 1073 +9, u- 10.75 (sobreviven e*,v, )
< 500 x 107° aniquilacién e* 7.25

Tabla 1.2: Historia de ¢.(T)

A temperaturas mayores que la masa del quark top T > m; ~ 175 GeV todas las particulas son re-
lativistas, sumando los grados de libertad internos de las especies a esta época nos da g« = 106,75.
La transicién Electro-débil ocurre aproximadamente a esta temperatura (T ~ 100 GeV)
pero su discusién queda fuera de este trabajo de tesis. Poco después de la transicién EW, el quark
top esta aniquildndose, seguidos casi inmediatamente por el bosén de Higgs y los bosones de nor-
ma W¥, Z0. Para cuando la temperatura llega a T ~ 10 GeV. tenemos g, = 86,25. Los siguientes
en aniquilarse son los quarks b (bottom), ¢ (charm) y luego el mesoén 7, si el quark s (strange) tiene
tiempo de aniquilarse llegaremos a g, = 51,25. A estas temperaturas T ~ 150 MeV ocurre la tran-
sicién de confinamiento (o confinante) QCD, en la cual, los quarks pierden su libertad asintética. Las
fuerzas fuertes se vuelve importante y mediante una transicién de fase, desaparece asi el plasma
de quarks-gluones para convertirse en un gas de hadrones. Esto se debe a que los quarks y gluones
han formado sistemas de tres quarks llamados bariones y pares quarks-antiquark conocidos como
mesones, Los bariones mads ligeros, el protén (p™) y el neutrén (n°) son conocidos con el nombre
comun de nucleones. A excepcién de los piones, todas estas particulas dejan de ser relativistas a
bajo de la temperatura de la transicién de QCD. Las tinicas especies que quedan ultra-relativistas
y en gran nimero son: piones, muones, electrones (¢~), neutrinos (v) y fotones (7y), por lo que al
final de esta época g« = 17,25.

Desacople del neutrino. ~ Los neutrinos s6lo son susceptibles a la fuerza débil. A temperaturas de
1 MeV el neutrino se desacoplard, i.e. no podrd mantenerse en equilibrio térmico con el resto de las
especies. Luego del desacople los neutrinos se moverdn libremente practicamente sin interaccio-

nes.

La seccién eficaz de las interacciones débiles se puede estimar facilmente [20}[157] y es proporcio-
nal a a%s/ m‘zlu, donde « es la constante de estructura fina (~ 1/137), s es la variable de Maldestam
s = (p1+p2), y mw ~ 80GeV es la masa del bosén W*. Para neutrinos y leptones cargados
relativistas tenemos s ~ T2 ya que s es proporcional al cuadrado de la energia que a su vez es
proporcional a T, ademés |v| = ¢ = 1y n ~ T3. Un proceso tipico que mantiene el equilibrio
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térmico en esta época es v, + et — v, + u, cuya tasa de interaccién es

«2T5
7
My

(1.71)

ey ~

Durante el universo temprano la ecuacién de Friedmann lb es H? = 2,769« T/ mlzgl anck ©

2
H = 1,66,/3- _r (1.72)
Mplanck

la razén entre las tasas es ) 5
£ ~ 4 mPlunckT
— i
H myy

(1.73)

El desacople ocurrird cuando esta razén sea menor que la unidad,

s\ 1/

m
Tya~ | 57— ~4MeV. (1.74)
XM planck

Una vez desacoplados los neutrinos, aunque ya no estardn en equilibrio térmico con otras especies
estardn en equilibrio cinético 2. Las particulas mantendran entonces la forma de una distribucién
termal, pero con su temperatura y potencial quimico corridas al rojo por un factor « a~!. Esto
pareceria indicar que los neutrinos también seguirdn en equilibrio térmico, pero por esta época los
electrones y positrones empiezan a aniquilarse (¢ete~ — 7) afectando asi el valor de g, (ya que
la reaccion inversa 7y — eTe~ ya no es posible). Debido a esta aniquilacién, debemos de empe-
zar a distinguir a g.(T) de ¢35 (T). La manera mds sencilla de ver este cambio en la temperatura
de las especies respecto a la del neutrino es usando la conservacién de la entropia g5 (T)a’T® =
constante. Antes de la aniquilacion de ete™ tenemos ¢, = ¢5 = 2+ 3,5+ 5,25 = 10,75, luego
de la aniquilacién se tiene g5 = 2 +5,25(T,/T)3. Al reducirse el nimero de grados de libertad
relativistas la densidad de energia y entropia se transfieren de los et y e~ a los fotones, pero no
a los neutrinos. Igualando el antes con el después de la aniquilacién 10,75 = 2(T /T, ) + 5,25, de
donde la temperatura de los neutrinos luego de la aniquilacion e*e™ sera

ZEsto puede mostrarse como sigue, el momentum de un neutrino libre (y de cualquier otra particula) sufre un redshift
mientras el universo se expande, p(t2) = (a1/a2)p(t). Al tiempo t; el elemento en el espacio de fase d*p;dV) contiene

dN = ﬁf@l)dspld%

Al tiempo dos, las mismas dN particulas estdn en el elemento del espacio de fase a3 p2dV,, ahora la funcién de distribu-

cién en t; estd dada mediante
g dN

@ ) = Py’
La relacién entre la funcién de distribucién a dos diferentes tiempos se puede obtener usando d*p, = (a1/a2)dp1 y
dVy = (ay/a1)3dVy, obteniendo
1
fp2) = e(p2—12)/kgTy 417

donde py = (a1/a2)pu1 y To = (a1/a2)Th. Este analisis es valido para particulas relativistas, para particulas no-relativistas
existe un resultado diferente.

25



COSMOLOGIA ESTANDAR E INFLACION

4\1/3
Ty = <11) T=0714T. (1.75)
Después de esta aniquilacion, solo los fotones y los neutrinos (suponiéndolos sin masa), permane-

cerdn relativistas.

Nucleosintesis ~ Esta etapa produce los elementos ligeros: 2H(D),? He,* He y 7 Li al principio de
la época dominada por radiacién, aproximadamente a temperaturas de T,s S 1 MeV, correspon-

~

dientes a una edad del universo de aproximadamente t 2 1's

La prediccién de abundancia de dichos elementos y su confirmacién por las observaciones es uno
de los grandes logros del modelo estdndar cosmolégico. Esta prediccién es impresionante ya que
relaciones de las abundancias respecto a la abundancia de H cubre varios 6rdenes de magnitud:
“He/H ~ 0,08 hasta “Li / H ~ 10719, asi esta prediccién y su confirmacién ponen cotas muy
restrictivas a posibles desviaciones del modelo esténdar cosmolégico [71], ver figura[I.1}Se reco-

mienda al lector revisar la literatura [35} 71, 76].

Recombinacion®, Desacople y LSS~ No toda la materia fue eliminada a través de la aniquilacién
de particulas/antiparticulas, por algtin razén atin misteriosa existia un pequerio exceso de lo que
ahora llamamos materia sobre la antimateria. Esto nos indica que pp, el potencial quimico ba-
riénico, es diferente de cero y positivo. Al ser los protones y neutrones los bariones maés ligeros,
suponemos que la mayor parte de g se debe a los nucleones (ng = n, + np). El universo es eléc-
tricamente neutro, por lo que el ndmero de electrones en el universo debe ser igual al niimero de
los protones(n,- = np). Con estas simples observaciones podemos continuar con los célculos de la

evolucién del universo.

Definamos un parametro 7, que es la razon entre bariones y fotones hoy

np(to)
By = y (1.76)

1y (to)
de las observaciones provenientes de nucleosintesis, sabemos que /g, ~ 10~°. El ntimero bari6-
nico es conservado por lo que 13V = constante, entonces 1 & a~2. Luego de la aniquilacién ete™,

1, o a2 también, entonces

2¢(3
YlB(T) = UB’Yn'Y = 1737 hgi-[g TS, T K MmMe. (177)

26Este nombre, como muchas otros nombres en cosmologia, no es el adecuado, ya que el plasma siempre ha estado
ionizado hasta este tiempo y por lo tanto es la primera vez que se combinan los electrones con los protones para formar
nucleos neutros, i.e. es una combinaciéon no una recombinacién. El nombre se importa de procesos estelares en los cuales el
proceso de ionizacién-desionizacién ocurre varias veces.
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Figura 1.1: Constricciones sobre la densidad bariénica de la Nucleosintesis. Son mostradas las predicciones de cuatro
elementos (de arriba a abajo): *He (verde), D (roja), *He (azul) y " Li (morada). Estas predicciones abarcan 10 ordenes
de magnitud (ver texto). La banda sélida son las mediciones de D primordial. Las cajas muestran observaciones sobre
las abundancias de elementos, nétese que para el 3He sélo se conoce el limite superior. Figura tomada de|Burles y otros,
1999 [351].
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El universo contiene, en esta época (T ~ 10 keV — 1 eV), un fondo relativista de neutrinos y
fotones (“radiacién”) y electrones, protones y niicleos libres en forma no relativista (“materia”).
Aunque dominado por la densidad de energia de la radiacién, debido a sus diferentes dependen-
cias temporales (0,7 % a~* vs. pyar « a~3), la densidad de energia de la radiacion a partir del
tiempo tgg serd menor que de la densidad de energia de la materia® y el universo entrard en la
época de dominacion de la materia. La evidencia observacional apunta a que hay mas materia que
los bariones, llamada Materia oscura que no hemos considerado en el andlisis hasta este
punto, pero la misma evidencia observacional indica que la DM interactiia débilmente, por lo que
no afectara los calculos hasta aqui desarrollados (aunque si afectara la formacién de la estructura
cf. capitulo[2), su efecto principal serd adelantar el dominio de la materia en el universo, y serd un

ingrediente fundamental en la formacién de estructura.

La radiacién y la materia permaneceran en equilibrio termodindmico mientras haya muchos elec-
trones libres. El proceso que mantiene este equilibrio principalmente por la dispersién de Thomson
(e~ +7v — e~ + )y la fotoionizacién/recombinacién del hidrégeno (H + 7y <> p™ +¢7)

La temperatura seguird disminuyendo y llegara a ser lo suficientemente baja para permitir que
los electrones y nucleones formen ntcleos neutros —e.g. el proceso de fotoionizacién del hidroé-
geno H+ v — p* 4 ¢~ — ya no serd posible energéticamente). A este momento se le conoce como
recombinacion, provocando que la densidad de electrones libres decaiga rapidamente y a la vez pro-
vocando que el camino libre promedio de los fotones se vuelva mayor que el tamario del horizonte.
Cuando esto sucede el universo se vuelve transparente y se dice que los fotones se han desacopla-
do. Estos fotones libres son los que forman el CBR y tienen una temperatura actualmente (en ()
de T(tg) = Tp = 2,725 K. Después del desacople la temperatura de la materia caerd mds répido
que la de los fotones, pero la formacién de estructura hard que la materia se caliente a diferentes

temperaturas en diferentes lugares.

La cosmologia estdndar, aunque predice el CBR, es incapaz de predecir el valor de T a t = t;. Es
un pardmetro libre de la teorfa y se usard )5 o T* en lugar de Ty en este trabajo de tesis [147].

Para simplificar la discusién sobre la recombinacién, supondremos que todos los nticleos son en
realidad protones. La densidad de ntimero de los protones libres serd ny,, la de los electrones libres
ne y la de los 4tomos de hidrégeno por ny. La reaccién de recombinacién es p™ +e~ — H + 7,
debido a que ., = 0, los potenciales quimicos estdn relacionados mediante iy + pte = pp, usando
estos datos en obtenemos la relacion

-3/2
ny = S n, (mem”kBT> eB/ksT (1.78)
8p8e P 27‘[7127111_1

donde B es la energia de enlace del hidrégeno, B := my +m, —my = 13,6 eV, ge = ¢p = 2, gy = 4.
Fuera del exponencial, podemos ignorar las diferencias de masa entre el hidrégeno y el protén y

27Kl tiempo de equilibrio tpg ocurre cuando la densidad de energia de la radiacién y la densidad de energia de la materia
son iguales, i.e. cuando 0,43 = Pmat-
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hacer m, ~ mpy, obtenemos la ecuaciéon de Saha

—-3/2
ny _ <m6k3T> / eB/kBT (179)
NpHhe 27th? ’

y definimos la ionizacién fraccionaria como

X = np = ne (180)
np +ng Ne +ny

de tal manera que en el momento cuando X = 1 el sistema est4d completamente ionizado, cuando
X = 0 es completamente neutro. Usando esto en las ecuaciones (1.79) y (1.77) la ecuacién de Saha
(1.79) se puede reescribir como

1-X mekgT\ "% 5/t 2 (kTN pir
i —4 2 (2B 5T 1.81
(k) e (@2 (D) e (181)

El factor 4¢(3)/2/ 7 ~ 3,84. La ecuacién de Saha, es una ecuaci6n cuadratica de la forma A (1., T)x?
x —1 = 0. Si definimos el tiempo de recombinacién ¢, cuando X = 1/2, tendremos Tyec =

0,323 eV = 3740 K y esto sucedera a un redshift z,.,c = 1370. Durante este proceso el nimero de
electrones cae rapidamente, la tasa de interaccién de los fotones en funcién del redshift con los elec-
trones es I'(z) = n¢(z)0rnomson = X(2)(1 + Z)3nB,0‘7Thomson/ donde orpomson = 87‘[0&3/37?13. Usando
datos observacionales sabemos que Qg o = 0,04, entonces I'(z) = 4,4 x 1072! s71X(z)(1 + z)3. El

universo se encuentra en esta etapa dominado por materia, por lo que usando (1.46)
H(z) = Ho\/Qp0(1+2)3 (1.82)

de nuevo usando las observaciones Q),, o = 0,3, obteniendo H(z) = 1,24 x 1071857 1(1 + z)3/2.
El tiempo de desacople t; lo definiremos cuando I' = H, obteniendo el redshift de z; = 1130.
Esta resultado arrastra errores que se introdujeron en la simplificacién que llevo a la ecuacién de
Saha y ademds de estas se supone que la fotoionizacion del hidrégeno esté en equilibrio y esto
obviamente no ocurre cuando I' < H. Realizando el calculo sin hacer aproximaciones tan groseras
se obtiene z; ~ 1100, T; ~ 3000 K.

Por dltimo, definimos como tiempo de LSS t;ss, cuando un fotén promedio choca con su tltimo
electréon. Durante t — ¢ + dt la probabilidad de un choque de un fotén con un electrén es dP =
I'(t)dt, donde debido a la recombinacién I'(t) es modificada por X(t), I'(t) = n(t)x(t)0rnomson, St
observamos un fotén al tiempo t(, el ntimero de colisiones que experimenta desde f es la llamada
profundidad optica®®

o(t) = /:0 T(t)dt (1.83)

Cuando 7 = 1 es el tiempo del LSS. La tabla[I.3|resume los eventos recién comentados.

28Optical depth en inglés
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Evento T z
Transicion EW ~ 100 GeV
Transicion de fase QCD ~ 150 MeV
Desacople de los v ~ 1MeV
Aniquilacién e”e* < m, ~ 0,5 MeV
Nucleosintesis ~ 50 — 100 keV
Igualdad Rad-Mat 9730 K 3570
Recombinacién 3740 K 1370
Desacople de los 3000 K 1100
LSS 3000 K 1100

Tabla 1.3: Eventos mds importantes del universo temprano.

Epoca oscura  Es el periodo comprendido desde el LSS hasta que las estrellas se formaron por
atraccién gravitatoria y empezaron a brillar. El proceso de formacién de estrellas tiene un pico
entre z = 2, z = 1. El proceso de formacién de estrellas y la fisica que ocurre dentro de la época
oscura, queda fuera del estudio de esta tesis.

1.4 Cosmologia Observacional

Los modelos cosmoldgicos, como todos los modelos estudiados por la fisica, deben de ser confron-
tados por las observaciones o experimentos. En el caso de la cosmologia deben de confrontarse con
las observaciones astronémicas. Las observaciones astronémicas pueden clasificarse en dos tipos,
aquellas que nos muestran que estd pasando muy lejos de nosotros y debido a la velocidad finita
de la luz, nos muestran lo que pasé hace mucho tiempo (observaciones sobre el cono nulo) y aquellas
observaciones de objetos cercanos (observaciones del tipo “geoldgico”), que cuando son relacionadas
con teorias acerca de los origenes nos aportan informacién sobre nuestra linea de mundo pasada
hace mucho tiempo (por ejemplo, la determinacién local de las abundancias de elementos, son
relacionadas con los célculos de nucleosintesis) [67].

Actualmente las observaciones son llevadas acabo usando gran parte del espectro electromagnéti-
co, lentes gravitacionales, conteos de fuentes, y por supuesto, las mediciones de alta precisién del
CBR.

Los estudios de galaxias a nivel éptico, ultravioleta e infrarrojo han detectado la existencia de ga-
laxias (o proto-galaxias) a distancias de z ~ 10 (Hubble Space Telescope?’, W. Keck Observatory
en Hawaii 3°, European Southern Observatory en Chile®!, etc. ), otras observaciones como btisque-
das con radio, rayos X y de rayos gamma han identificado en las galaxias a QSOs y expulsores de
rayos gamma, GRB??, por dltimo las técnicas que involucran lentes gravitacionales han ayudado

29Pégina Web: http://hubble.nasa.gov/

30Pégina Web: http://www.keckobservatory.org/
31Pégina Web: http://www.eso.org/public/

2Del inglés textitGamma Ray-Bursters
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COSMOLOGIA OBSERVACIONAL

a detectar galaxias gracias a las multiples imagenes de si misma encontradas en las placas debido
a la lente gravitacional entre nosotros y ellas). Las observaciones del CBR y sus resultados seran

discutidos en el capitulo 2}

Distancias en cosmologia

Debido a la importancia del campo electromagnético para transmitir informacion hasta nosotros
desde fuentes distantes (e.g. los fotones que recibimos del CBR) , escribiremos algunas ecuaciones
ttiles sobre la transmisién de fotones sobre el fondo de RW. Los fotones viajan sobre geodésicas
nulas (ds? = 0), x"(A) que tienen como vector nulo tangente k* = dx“/dA, siendo A el pardmetro
afin de la geodésica. Los vectores tangentes de la geodésica cumplen con k%, k? = 0. Las simetrfas
de la geometria de RW nos permite concentrarnos en las geodésicas radiales. La distancia comévil
D,, recorrida por el fotén desde su emision al tiempo t = t.,, en v = r,,;, hasta su detecciéon en un

tiempo t,ps,

fobs a(tops) da
aa

D ﬂ_/”’” dri_/ (1.84)
T tem ﬂ(t) N 0 \/].-I(T"2 B ﬂ(tem) .

Para el caso K = 0 esta integral es simplemente el tiempo conforme 7.

Existen dos cantidades de interés observacional relacionadas con D¢, la distancia luminosa, dj, y
la distancia angular d 4. Para definirlas es necesario revisar los conceptos de flujo y luminosidad. E1
flujo es la medida cuantitativa de energia que pasa por unidad de tiempo por unidad de superficie,
y luminosidad es la cantidad de energia recibida por unidad de tiempo. De las definiciones se
ve que estas cantidades estan relacionadas: el flujo F de una fuente con luminosidad L, a una
distancia d es F = L/4md?. La distancia luminosa d; es simplemente la adecuacién d — d de
esta definicién al caso de un universo expandiéndose. Por otro lado, si un objeto tiene un tamano
conocido ! subtendiendo un dngulo pequetio 6, la distancia angular a ese objeto esta definida por
| = 0d 4. Para el caso K = 0 estas distancias son

dr(z) = agDe(1+2), da=agD.(142z)" L. (1.85)

Para una discusién més detallada sobre estas y otras definiciones de distancias véase [52}[94].

El horizonte de particulas de un evento P estd relacionado con la integral (1.84) y es por definicién la
frontera entre las lineas de mundo que pueden ser vistas en P y aquellas que no lo son [215] pags.
104-106],[184, pags. 376-382] 3. Tomando en (1.84) como tiempo de emisién el Big-Bang (tem = 0) y

33Existe otro tipo de horizonte: el horizonte de eventos que es definido como la distancia de los objetos més lejanos que
podremos observar en un futuro lejano. Este horizonte separa a aquellos objetos que podremos observar en el futuro
de aquellos que jamds podran ser observados por hallarse fuera del cono de luz futuro del observador. Los modelos de
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escogiendo nuestra coordenada local césmica como r = 0, obtenemos la férmula para el horizonte
de particulas®:

= [
HP = o a(t) 0 V1—k?

para a(t) ~ t# con 0 < p < 1, el horizonte com¢évil de particulas serd d;, = ﬁt(l_p) =

% %H ~1, donde en la tltima igualdad se utiliz6 el radio de Hubble resultante para este factor de

escala. La distancia fisica actual (1.20) a la materia que compone el horizonte es

de = aodf{p. (1.87)

Es importante recordar que estos horizontes aparecen como resultado de dos factores: (a) la velo-

cidad finita de la luz, y (b) la edad finita del universo.

1.4.1 Parametros Observacionales de los Universos de Friedmann-Lemaitre

Como se mostrd en §1.2.2} la geometria del universo de fondo estd completamente determinada si
(a) la ecuacién de estado de todos los componentes de materia es especificada y (b) los valores de
0o v Hp son dados.

Las observaciones indican, que, para determinar )y, deben de especificarse cinco parametros rela-
cionados con los componentes del universo de fondo a energias debajo de los 200 GeV: Qp, ()44,
Qu, Opum v Qp que describen la contribucién de los bariones, radiacién, neutrinos, materia oscura
y constante cosmolégica a () respectivamente [147]. Los primeros tipos de materia estamos segu-
ros que existen y los tltimos dos son sugeridos por las observaciones y no han sido refutados por
ninguna observacion a la fecha. De todos ellos solamente (),,; esta bien restringido por las obser-
vaciones, los valores de los demés contienen incertidumbres considerables debido a los procesos
de medicién utilizados. Con esto, se establece que el universo de fondo en la cosmologfa estdndar,
es un modelo caracterizado por estos 6 pardmetros: { Hy, Qp, Qyud, Quv, Qpam, Qa }-

Para que la teorfa de la formacién de estructura (cf. §2.3) de la cosmologia estdndar pueda hacer
predicciones es necesario proveerla con el espectro de potencias de las inhomogeneidades® ini-

universos que tienen como convergente a la integral

t
dug = / a ,
max 4
tienen un horizonte de eventos. con t,. el tiempo de expansion futuro que puede ser infinito o finito y fy la edad del
universo en el momento de la observacién.

34 Debido a las simetrias de la métrica RW sélo la coordenada  contiene informacién significativa, de ahi que solo se
tomen en cuenta los fotones que viajan radialmente hacia nosotros (i.e. ¢ = 6 = 0)

%La palabra inhomogeneidades no existe en espafiol. La utilizo como una traduccién directa de inhomogeneities. La palabra
correcta en espafiol para no-homogéneo es heterogéneo, pero esta palabra en espariol significa “compuesto de diferentes
partes” lo cual no es la idea que quiero dar aqui. A lo largo de esta tesis por lo tanto usaremos la (incorrecta) palabra
inhomogéneo.

32



COSMOLOGIA OBSERVACIONAL

ciales, el cual se supone no contiene una preferencia por ninguna escala en particular, P = Ak",
i.e. una ley de potencias [118| [157]]. Lo cual agrega dos pardmetros més, (A, n) a los parametros
observacionales de la cosmologia.

Asi, la cosmologia estdndar requiere la especificacién de ocho pardmetros 36: (Hy, Qp, Qyudr Oy,
Qpwm, Qpe, A, n}, los primeros seis relacionados con el universo de fondo, perfectamente homo-
géneo e isotrépico y los dltimos dos especificando las inhomogeneidades iniciales del universo
perturbado.

Las observaciones han arrojado los siguientes resultados respecto a los parametros recién mencio-
nados [155] :

a Nuestro universo tiene 0,98 < Q) < 1,08. Este dato se puede obtener del espectro de anisotro-
pias del CBR. Estas observaciones muestran que vivimos en un universo con densidad muy
cercana a la critica = K ~ 0.

b Observaciones del deuterio primordial producido en la nucleosintesis junto con obser-
vaciones del CBR muestran que el niimero total de bariones en el universo contribuye con
Qp = (0,024 £ 0,0012)h~2. Observaciones independientes fijan 1 = 0,72 & 0,07 y se concluye
que Qp =~ 0,04 — 0,06. Estas observaciones incluyen todos los bariones sean luminosos o no,
por lo que se puede deducir que la mayoria de la materia del universo es no-bariénica.

¢ Los conteos de galaxias como funcién del redshift muestran una homogeneidad espacial del
universo y dan un estimado de la materia bariénica visible Qp, ~ 0,015 < Qp con lo cual
se concluye que la mayoria de los bariones del universo no son visibles encontrandose por

ejemplo en estrellas muertas.

d Conteos de fuentes de radio y de QSO’s muestran una evolucién del ntimero/luminosidad
de estos objetos, descartando asi la primera versién del modelo cosmolégico estatico (steady
state) de Bondi, Gold y Hoyle .

e Observaciones relacionadas con estructura a gran escala y su dindmica (curvas de rotacién
de galaxias, masas estimadas de los clusters, lentes gravitacionales) sugieren que el universo
estd poblado por un componente no luminoso de materia, Materia oscura formada
con particulas masivas que interactuan débilmente y que se aglutina a escalas galacticas.
Este componente contribuye con un Qppr ~ 0,20 — 0,35 de la energia total. “Interactuar
débilmente” se interpreta en la actualidad a que sélo interacciona gravitacionalmente con
otras particulas y por lo tanto se puede despreciar su presién (que proviene de colisiones
entre particulas), teniendo asi la simple ecuacién de estado ppys ~ 0.

36En alguna literatura orientada a la parte observacional [73,193}|148,[196] de la cosmologia se llegan a incluir hasta 16
parametros observacionales, a saber: & (en lugar de Hy), el pardmetro de desaceleracién (qo), la edad actual del universo

(to), la ecuacién de estado de la energfa oscura (w), amplitud de la perturbacién de densidad (\/§>, amplitud de las

ondas gravitacionales <\/T ) , fluctuaciones de la masa a 8 Mpc (03), indice tensorial (n7) y el corrimiento del indice escalar

(dn/dInk). Como se podré apreciar muchos pardmetros son redundantes, esta lista tiene dos objetivos, el primero es tener
redundancia en los datos ya que se miden de diferentes maneras y asi tener mayor certidumbre en sus valores, y segundo
tratan de describir un universo méds complejo que el tratado en esta seccién (de ahi la inclusién de los modos tensoriales,
el corrimiento del indice escalar y 03).
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f Usando esta altima observacién junto con la primera, se concluye que debe de haber al me-
nos un componente mas de materia 3/ que contribuya con un 70 % a la densidad de energia
total. Las observaciones de supernovas®® apuntan a que no se aglutina a ninguna escala y
posee presion negativa. Estas observaciones sugieren v —1 = p/p < —0,78 y contribuye
con OQpg >~ 0,60 — 0,75. La eleccién mds sencilla de esta Energia oscura es suponer una
ecuacioén de estado ppg = —ppg, i.e. una constante cosmolégica A, lo cual resulta al susti-
tuir en que ppr es constante durante la expansién del universo. Esta es la forma de
materia dominante en la actualidad ya que las observaciones indican que la expansién esta

acelerando.

g El universo también posee radiacién que contribuye con una densidad de energia Q,,;h> =
2,56 x 10~°. La mayor contribucién a esta densidad proviene de los fotones del CBR.

1.5 Exitos y problemas de la cosmologia estandar

1.5.1 Exitos de la cosmologia estandar

Mencionaremos en esta seccion la relacién entre las predicciones de la cosmologia estdndar y los
valores de los pardmetros observacionales. El hecho de que existan relaciones con un elevado
grado de no trivialidad entre las predicciones y los pardmetros muestran la fuerza del modelo.

a Mientras el universo se expande y se enfria (T « a~!), diferentes interacciones fisicas se “con-
gelan” (definicién en pag. 23) en diferentes épocas, esto se debe principalmente a que cuando
el universo se enfria por la expansién la energia disponible localmente para las interacciones
disminuye hasta que es insuficiente para continuar con las reacciones necesarias. La prime-
ra especie en desacoplarse es la de los neutrinos, al estar en equilibrio térmico comparte la
misma temperatura que los fotones en esa época, pero al desacoplarse su temperatura no
variard mds mientras que la temperatura de los fotones aumentara por la aniquilacién de
pares de electrones y positrones hasta que la radiacién se desacople también de la materia.
Una de las predicciones del modelo estdndar es que ambas temperaturas tendrdn un radio
de (T,/T,) = (4/11)!/3 ~ 0,71. Esta prediccién debera ser probada en un futuro cercano
[186].

b Cerca de la temperatura de unos pocos MeV, la nucleosintesis ocurre [71], produciendo los
elementos ligeros a partir de los electrones y nucleones libres. Las abundancias de estos
elementos dependen crucialmente de (23 y el nimero de especies de neutrinos. Ademas el
%He, Dy “Li dependen de maneras diferentes de estos pardmetros: (a) la abundancia de He

37Podria darse el caso que Relatividad General no fuera la teorfa correcta de la gravitacién , pero eso estaria en contra
de las suposiciones de esta tesis y de los fundamentos del modelo estdndar cosmolégico.
38Esto pudo hacerse debido a que en las supernovas tipo Ia su luminosidad méxima esta relacionada con el tiempo de

<

decaimiento de la curva de luminosidad, volviéndose asi “velas estindar” para galaxias a grandes distancias.
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Figura 1.2: Espectro del fondo de radiacién césmica (CBR) correspondiente a la temperatura Ty = 2,725 K obtenido
por el instrumento FIRAS del COBE |Garcia-Bellido| |2005|[76]].

constrifie el nlimero de especies de neutrinos a tres, resultado predicho por la cosmologia
antes de ser verificado en laboratorios [13] usando el decaimiento de Z° [189] (para una
revisién de este tema ver [53]). Debe recalcarse que el modelo estandar no fue “disefiado”
para dar tres especies de neutrinos. (b) es posible escoger un rango de valores para ()p en la
que las abundancias de He, D y Li pueda ser explicada, esta regién de concordancia es un

atributo no trivial de la cosmologia estdndar.

¢ La cosmologia estdndar introduce una fase caliente dominada por la radiacién en el universo
temprano con una tasa entre los niimeros de fotén / barién muy alta. Debido a la expansién
del universo los fotones se desacoplan de la materia cuando T a 10° K, formando asi un
fondo de radiacién cosmica (CBR) con un espectro de Planck o de cuerpo negro (cf.26). Es
importante mencionar que, aunque la teoria no puede decir cual es el valor actual de la tem-
peratura del CBR [190], hace una prediccién definitiva sobre su existencia con un espectro
Planckiano a una temperatura T # 0, ningtin otro modelo cosmolégico hizo esta predic-
cién antes del descubrimiento del CBR en la década de 1960. La exactitud de esta predicciéon
fue probada por el instrumento Espectrémetro Absoluto del Infrarojo Lejano del
satélite COBE [194] (figura[I.2). Los modelos competidores de la cosmologia estandar solo
pudieron explicar el CBR retrospectivamente, es decir, mediante la agregacién de procesos
fisicos ajenos a su teorfa inicial.

d El universo es dominado por Qp,Qpp v Qpg en z K 103 y varias observaciones no re-
lacionadas (Conteos de galaxias, Edad del Universo, Distribucién estadistica de lentes gra-

vitaciones de QSQO’s) imponen restricciones a estos pardmetros. La existencia de una zona
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Figura 1.3: Intervalos de confianza dadas por las observaciones de supernovas de Tipo In (SN Tipo Ia) a los valores
de Qpm y Qpg. Los contornos sélidos son los datos del andlisis del 2004, los contornos punteados son de la primeros

resultados de los mismos autores de 1998. Figura tomada de Riess y otros) 2004 [182]].
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consistente con las distintas observaciones en el espacio de pardmetros es otro triunfo de la
cosmologia estandar (figura|l.3).

e Hay dos predicciones falsificables que hace la cosmologfa estindar y que podrian estudiarse
en un futuro: (a) la temperatura del fondo césmico de neutrinos: T, = 1,9 K y (b) la predic-
cién de que el universo se estuvo expandiendo durante todo el lapso de 0 < z < 10?, 1o cual
resulta necesario para poder enfriar el CBR. Si una poblacién sistematica de objetos distantes
es encontrada con un espectro corrido al azul (blueshifted) sefialaria una etapa de contracciéon
del universo y descartaria por completo a la cosmologia estdndar.

f El paradigma de formacién de estructura (cf. capitulo [2) también realiza predicciones que
han sido confirmadas por observaciones. La primera y quiza la mas importante es que debi-
do a las fluctuaciones de la distribucién de materia, pequetias fluctuaciones deben de existir
en el CBR. El espectro de potencias debera de ser plano para poder reproducir la distribucién
de las estructuras cosmoldgicas que vemos hoy; y ademads, las anisotropias de la temperatu-
ra deben de ser de al menos el orden de 10~° para que las estructuras tengan el tiempo de
crecer y volverse no-lineales en z = 0. Estas predicciones fueron comprobadas con la mi-
sion COBE usando el instrumento Radiémetro de Microondas Diferencial (figura
a principios de 1990 [194]. Otra prediccién importante es que el espectro de potencias de
las fluctuaciones primordiales debe de ser plano (es decir, todas las escalas tienen la misma
potencia), propuesto —para explicar las distribuciones de galaxias y clusters de galaxias ob-
servadas (otras consideraciones de consistencia fueron tomadas en cuenta e.g. que no haya
produccioén excesiva de agujeros negros [110]) — de manera independiente por Zel’dovich
[225] y Harrison [90].

g La forma final del espectro de potencias de las anisotropias de la temperatura del CBR, es
debida a varios efectos que se discutirdn en el capitulo siguiente (cf. figura capitulo
y depende de manera no-trivial de los pardmetros observacionales de la cosmologia estan-
dar (e.g. la altura relativa del primer pico depende la densidad bariénica, (g su posiciéon
depende de la geometria y por lo tanto de Qpg y Qpm).

1.5.2 Problemas y debilidades de la cosmologia estindar

La mayoria de los problemas * que presentaremos en esta seccién son del tipo “incomodidad
con ciertas condiciones iniciales” [25], que son en realidad problemas de ajuste fino*’. Llamarlos
“problemas” puede parecer rigorista, ya que cualquier solucién de las ecuaciones diferenciales de
la cosmologia estdndar refleja propiedades especificas de los datos iniciales: si calculamos hacia
atras en el tiempo simplemente encontramos las condiciones iniciales que fueron responsables por
el estado de las cosas como las vemos actualmente [25]. Pero, aunque comparativamente hablando

3Ver los capitulos 15-17 de [163] para un recuento histérico sobre como se identificaron estos problemas en la década
de 1970
40En inglés: fine-tuning.
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Figura 1.4: Espectro de potencias del CBR observado por el instrumento DMR de COBE en 1990. La figura supe-
rior muestra el monopolo (Ty = 2,725 K), la imagen central presenta el dipolo 6T = 3,372 mK y la figura inferior
corresponde al cuadrupolo (6T, = 18 uK y multipolos superiores. Figura tomada de|Garcia-Bellido, 2005 [76].
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el Modelo Estdndar de la Cosmologia tiene muchos menos pardmetros libres (7) que el Modelo
Estandar de particulas (23), al ser un modelo que intenta explicar los origenes de todo lo observable
no es satisfactorio que dependa de condiciones tan especiales para lograr tal cometido [147]. Existe
otra forma de ver estos problemas: son problemas en el sentido de que existen observaciones que

no tienen una explicacién natural dentro del contexto de la teorfa.

» Posible sobre-constriccion de los pardmetros observacionales. Si tomamos en cuenta las multiples
observaciones independientes existentes, las restricciones en los parametros cosmoldgicos es
severa y se refleja en el hecho de que en el espacio de pardmetros el drea de concordancia es

muy pequefia y para algunos criticos inexistente [147].

» Explicacion fisica de Ty en el CBR. La prediccion de la existencia del CBR es uno de los grandes
éxitos del modelo cosmolégico estdndar, pero carece, a la fecha, de una interpretaciéon sobre
la relacién entre la temperatura actual (i.e. z = 0) del CBR y otros procesos fisicos.

» Extrapolacién de la fisica conocida en varios drdenes de magnitud. En cosmologia la extrapolacién
de las leyes fisicas actuales para ser aplicadas en la época del universo muy temprano es al-
go rutinario, pero hay que notar la enormidad de la extrapolacién: 17 6rdenes de magnitud
en temperatura si suponemos que la fisica conocida y comprobada en laboratorios (recordar
que se ha probado hasta energfas de ~ 10 GeV) es valida hasta la temperatura de Planck
[147], por lo que un critico podria preguntarse si aplicar una teoria especulativa a una época
especulativa constituye fisica o algo mds. Claro que la defensa que se establece es que los
célculos y su interpretacién son mds un ejercicio de consistencia que una descripcion defini-
tiva del universo muy temprano, pero lamentablemente esto no es siempre presentado asi
[25167,153].

Por otra parte, los fundamentos tedricos del modelo estdndar pueden ser calificados de po-
seer una inconsistencia interna*! [146], ya que las ECE de la cual son derivados predicen una
singularidad inicial para ecuaciones de estado razonables (cf. §1.2.2). Esta singularidad mar-
ca el rompimiento de las suposiciones que nos llevan, entre otras, a la acciéon de los campos
de materia, S, involucrados y a la suposicién de un espacio-tiempo continuo (En la cosmo-
logia, a diferencia de otras ramas de la fisica en las cuales esto hubiera sido una sefial de que
algo estd muy mal, esto se ve como algo bueno que ademds es identificado con el “mitico

evento de la creaciéon” en palabras de|Narlikar y Padmanabhan, [147]).

» Problema de la Planitud. Sabemos que vivimos en un universo en el cual Qg = po/pcri > 1, i.e.
un universo muy cercano a tener una geometria espacialmente plana. Podemos calcular que
condiciones iniciales necesarias para que lleguemos a este estado. Tomemos la ecuacién de
Friedmann (1.45):

k|
Q-1] = 2H2'

41La “inconsistencia” del modelo estdndar cosmolégico se puede calificar de transitoria ya que, cuando se tenga una
teorfa de la gravedad cudntica, la singularidad inicial podria ser removida. Pero esta defensa, para ser consistente deberia
de ir acompariada de la admisién de que cualquier fisica hecha a estas longitudes o densidades deberia tomarse con
extremo cuidado.
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%

Figura 1.5: El problema de la planitud mostrado en una grdfica de densidad relativa Q) contra el tiempo cosmoldgico
t (ningiin eje estd a escala). En esta imagen se muestra como la solucién ) = 1 es repulsiva. Cada linea muestra un
posible universo. Un universo similar al nuestro es la linea azul con |Q) — 1| ~ 0. El universo representado por la linea
roja es uno que difirié mucho de las condiciones iniciales del universo representado por la linea azul. Figura tomada del
Wikicommons http://en.wikipedia.org/wiki/File:Flatness_problem density graph.svg

durante la época dominada por radiacién tenemos que H? & a~* entonces, |Q — 1|,5g ~ a%;
en cambio en la época donde la materia es dominante | — 1|, ~ 4, 0 sea que ambos dismi-
nuyen conforme retrocedemos en el tiempo (a — 0). Si actualmente esta cantidad es casi cero,
en el pasado debi6 de ser mas chica, por ejemplo, la razén entre esta cantidad hoy y la eva-
luada en tiempos del orden del tiempo de Planck, ¢pj,,,ck, €s (estamos en el modelo estandar

cosmolégico, en épocas con z > 103 la densidad de materia es dominada por radiacién),

2 2
|Q - 1|t:tplanck ~ (aPlunck> _ ( To )
Q- 1‘t:T0 ag TPlanck

Sustituyendo el valor numérico de Tpypcr ~ 10" GeV y T ~ 10~13 GeVse obtiene,

19 = Vet 19-61 (1.88)

Q — 1=,
Debido a que en la actualidad () ~ 1, es necesario que en el tiempo inicial las condiciones
hayan tenido precision de hasta 64 cifras decimales. Aunque esta cifra es impresionante, no
es necesario retroceder hasta la época de Planck para obtener este ajuste fino, por ejemplo,
en la época en la que sucede la nucleosintesis , Ty ~ 1 MeV se requeria una precisién de 16

cifras decimales. Este problema es representado graficamente en la figura

» Problema del Horizonte. Como se vio antes, los modelos de FL tienen horizonte de particulas,
es decir, hay en cualquier época regiones que no han estado en contacto causal. Con esto
en mente el problema del horizonte (ilustrado en la figura|1.6)) se establece como sigue: Des-
de nuestro evento observacional R en el espacio-tiempo que marca el “aqui y el ahora” en
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COBE

LSS

singularidad inicial

Figura 1.6: Problema del Horizonte. Puntos diametralmente opuestos del LSS (en la figura P y Q) no han estado en
contacto causal (i.e. sus conos de luz pasados no tienen puntos en comiin) y aiin ast tienen propiedades similares.

t = ty, vemos en direcciones opuestas radiacién proveniente del CBR, que fue emitida en los
eventos P y Q en el LSS al tiempo de desacople t = f4.5, T,s =~ 3000K. Los conos de luz pa-
sados de estos eventos, son completamente disjuntos, ya que la singularidad inicial limita la
extension del espacio-tiempo hacia el pasado. Asi, ninguna causa comun, puede influenciar
lo que pasa en P y Q, por lo tanto, ningtin mecanismo causal desde la creacién del universo

puede explicar las similares condiciones fisicas de Py Q [64].

Sera de utilidad ver este problema analiticamente, el horizonte de particulas (ecuacién (1.86),
pag.[32) del evento R

fo dt
dyp = —, 1.86
HP 0 a(t) | I
y la distancia fisica medida por un observador O en R es
drp = a(to)dpp. [1.87]

Definimos el horizonte visual df;;, como la distancia comévil que mide O en el evento R
hasta el LSS

[4 — fo dt 4

Por otra parte el horizonte de particulas de P (o equivalentemente Q), dyp, medido por un

observador en P (o Q) corresponderd a la distancia medida en ¢y de

- tq
dup = alto) [ a‘éf) (1.90)
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mostrando que dyp = dyy + dpp. Estas funciones son d%;p y A4y son funciones que crecen
con el tiempo de observacion sin importar el comportamiento de a(t), ya que a(t) es positiva;
ademads dyp, dyy y dpp son funciones que incrementan con el tiempo si a(t) estd creciendo
también.

Asi, si suponemos que el universo estuvo dominado por radiacién antes del tiempo de des-
acople t; y dominado por materia después (i.e. ignorando los efectos de una época interme-
dia) obtenemos, luego de un célculo largo

dyp = ag (ade) =ag lﬂoHo (ﬂo) (1.91a)

B 7 ao 1/2 B 2 a 1/2 ao 1/2
d—{H [() ‘1”—{14 ) [(G) oy wem

En donde (a,/a4) ~ 103, por lo que bésicamente el problema del horizontes es la siguiente

desigualdad

dup < dpv (1.92)

Para otros enfoques de este problema se puede consultar [26} 27} [109] [113) 209].

Serd de utilidad mds adelante en esta tesis, expresar este problema en términos de dngulos
del CMB. Usando coordenadas coméviles podemos ver que la distancia al LSS (i.e. el hori-

zonte visual [1.89) es
fo dt /'Io
C —
= — = dn = 1o — 1. (1.93)
=y aw =, o =m
Una escala fisica cualquiera, A, es proyectada en el LSS en una distancia angular (ignorando

efectos de curvatura)

A
o —Ma

0~ (1.94)
Durante la época dominada por radiacién, podemos estimar la escala en la cual la materia
interactia usando la “velocidad” a la cual se mueven los fotones en el plasma, conocida
como velocidad del sonido *2, cg = cdp/dy, que durante radiacién es ¢s = c/ v/3. El “horizonte
comévil de sonido” en el LSS es, d§;¢(t4) = csa(na) = cstg.

El dngulo subtendido por esta escala es

N4 4
Oys =~ cs—— ~ cs—, 1.95
i *10 — 14 *1o (1%9)

#2La escala en la cual pudieron haber interactuado estd dada por los conos de luz pasados, pero esta escala no nos dice
nada sobre si interactuaron de una manera significativa. La escala de contacto causal significativo es menor que la escala
de contacto causal posible (cf. §4 de [64]).
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donde en el Gltimo paso se usé el hecho de que 179 > ;. El universo se puede considerar
dominado por materia desde el tiempo del LSS, revisando la tabla[I.1 vemos que la evoluciéon
del factor de escala es @ ~ %> ~ T~!

T\ 172
015 ~ Cs (0) ~1° (1.96)

Ta
El problema del horizonte es que, en el LSS, angulos mayores que 0ps no estuvieron en

contacto causal.

Deberia de ser obvio que el problema del horizonte no es en realidad un problema de los
universos FL, ya que para estos modelos la estructura del horizonte es una consecuencia
trivial la isotropia y homogeneidad supuestas. El problema aparece cuando se busca una

explicacién para esta isotropia [25].

» Origen de las fluctuaciones primordiales. Este problema (el inico con relevancia real segin al-
gunos autores y la “tinica razén para tomarse en serio una época inflacionaria” en palabras
de Padmanabhan|en [155]) se puede describir sencillamente con el hecho de que no existe
ningtin mecanismo en la cosmologia estdndar para generar las fluctuaciones primordiales.
Es justamente este problema el que se estudiard en este trabajo de tesis.

1.6 Inflacién

Inflacién es una propuesta tedrica agregada al modelo cosmolégico estdndar, que intenta solucio-
nar los problemas de Horizonte, Planitud y Origenes de las fluctuaciones primordiales*? agregan-
do una etapa previa a la época dominada por radiacién pero posterior a la singularidad inicial 4*
en la cual el universo sufre una expansion exponencial por un periodo pequefio de tiempo. La In-
flacién ocurre supuestamente a las escalas de las teorias de Gran Unificacién (GUT, por sus siglas

en inglés): t; ~ 1073 s a 10725,

La Inflacién fue propuesta de manera independiente por Alexei Starobinsky [197] en|1979)y Alan
Guth [87] en (1981, aunque Guth fue el primero en ensamblar una imagen completa sobre este
modelo. La idea original (llamada ahora vieja inflacion) era que mientras el universo se estaba
enfriando qued¢6 atrapado en un falso vacio con una alta densidad de energfa, muy parecida a
una constante cosmologica. Este falso vacio era metaestable, del cual sélo se podria salir a través
de un proceso de nucleacién de burbujas via el efecto ttinel cuantico (tunneling). Las burbujas de
vacio verdadero se formarian espontdneamente en el falso vacio y empezarian a expandirse a la

velocidad de la luz, con esta expansion se resolvian los problemas de planitud y horizonte, y tanto

#3Existfan otros problemas relacionados a la existencia de reliquias provocadas por teorias de Gran Unificacién -que
se supone es un ingrediente del modelo inflacionario-, tales como la proliferacion de monopolos magnéticos o paredes de
dominio —domain walls-, pero como bien apunta Penrose [165] estos son problemas “internos” (i.e. auto-provocados) de las
GUT y su solucién es mds bien un requerimiento de consistencia de la teoria con la observacién.

4 Aunque existen modelos inflacionarios en los cuales esta singularidad no existe, (eg. inflacién caética o inflacién
eterna [5,177) 186} 188} 196} [133} 1217]), pero siempre es una época agregada antes de la dominada por radiacién.
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Guth como Starobinsky especulaban que esto podria de alguna manera evitar la singularidad
inicial.

El mismo Guth rdpidamente reconocié que este modelo era problematico ya que no recalentaba de
la manera apropiada: al nuclear, las burbujas no generaban radiacién. La produccién de radiaciéon
s6lo podia darse a través de colisiones entre burbujas. El problema es que para que inflacién pueda
resolver los problemas de condiciones iniciales del modelo estandar debe de durar lo suficiente y
si era este el caso, las colisiones entre burbujas eran extraordinariamente raras.

Este problema seria resuelto por los modelos conocidos como nueva inflacion o de slow-roll, pro-
puestos por Andrei Linde [117] e independientemente por Andreas Albrecht y Paul Steinhardt
[6]. Este modelo, en lugar de efectuar un tunneling desde un falso vacio al vacio verdadero para
lograr la expansion, esta es producida por un campo escalar ¢, que bajo condiciones apropiadas

“rodaria lentamente”*°

pendiente abajo del potencial V(¢); al ganar la suficiente “velocidad” las
condiciones necesarias para que exista la expansion acelerada dejardn de ser vélidas, iniciando la
produccién de particulas. Los modelos inflacionarios de slow-roll seran los usados en este trabajo

de tesis.

1.6.1 Inflacién y algunos problemas del modelo estindar cosmolégico

Antes de mostrar como se modela matematicamente el campo escalar en los modelos de slow-roll
de Inflacién estudiaremos cuél es el comportamiento que buscamos para resolver, por lo menos
los problemas de condiciones iniciales (i.e. planitud y horizonte).

Como vimos en el problema de planitud, la cantidad |Q) — 1| crece con el tiempo, por lo que, si
ahora tenemos () ~ 1 debi6é ser muy cercano a 1 en épocas pasadas. Este comportamiento se

d Cod (1N K]

En épocas dominadas por radiaciéon o materia, el universo se estd desacelerando (i.e. i < 0), en-

puede ver como sigue:

tonces el problema de la planitud se debe a que esta cantidad crece en funcién del tiempo si el
universo se estd desacelerando:

%|Qf1|>0@a<0. (1.97)

Una de las maneras de solucionar el problema de la planitud, es proponer una etapa cosmolégica
en la cual p
E|Q—1|<O<:>éi>0. (1.98)

Por su parte, el problema del horizonte surge, en pocas palabras, porque los conos de luz pasados
de eventos diametralmente opuestos en la esfera del LSS no contienen eventos en comun (i.e. eran

disjuntos).

45 Slow-roll en inglés
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El contacto causal queda determinado por el horizonte de particulas el cual, para materia
ordinaria depende inversamente del pardmetro de Hubble: d$;, & H!. Se puede demostrar en
universos FL [183]], que una vez que dos eventos entren en contacto causal (i.e. , que el evento Q
entre al cono de luz pasado de P ), no perderdn este contacto causal conforme pase el tiempo (i.e.,
Q saldrd del cono de luz pasado de P). Esto se puede expresar en términos de escalas fisicas de la
siguiente manera, una vez que una escala (e.g. , la distancia entre dos fotones) entra al horizonte de
particulas durante una época dominada por radiacién o materia no relativista, el horizonte crecera
més répido que la escala en cuestion (que crece proporcional al factor de escala, cf. (1.20)) , por lo

cual siempre quedara adentro de este horizonte:

d A .
m<H4>:”<0 (1.99)

Si existiera una época dominada por un tipo de materia (diferente a la radiacion o la materia no
relativista por supuesto) en la cual, las longitudes fisicas crecieran mas répido que H™!, existirian
escalas que, dado el tiempo suficiente, serian mayores que H~!. Al acabar esta época dominada
por esta materia exética, volveriamos al comportamiento en el cual H~! crecerd mas rapido
que las escalas fisicas y finalmente las “engullird”. Claramente, esta nueva materia, en su periodo
de dominacién definird un horizonte de eventos que no dependera proporcionalmente de H1,
por lo que en realidad, a diferencia de lo que se lee en la literatura estdndar, no es que las escalas
fisicas salgan del horizonte*® y por supuesto nunca pierden contacto causal.

Asf, para obtener el comportamiento descrito en el parrafo superior, necesitamos que

d A .
w<H1>N“>O (1.100)

Ambos problemas, el de planitud y el de horizonte, son resultado, de la desaceleracién del Uni-
verso. Asi, si suponemos la existencia de una época donde el factor de escala se esté acelerando
(4 > 0) y este periodo dura —por lo menos- el tiempo necesario*, los problemas de planitud y de
horizonte se resolveran.

El problema de planitud desaparece ya que podemos acercar () ~ 1 con la precisién que se desee y
dejar esa condicién inicial a inicios de la época de radiacién, por su parte, el problema del horizon-

46En la literatura se hace comtinmente un abuso de lenguaje al usar la expresién “salir /entrar del horizonte” refirién-
dose a que las longitudes fisicas son mayores o menores que el radio de Hubble r;; = H~!. Este abuso de lenguaje se
justifica de varias maneras, de las cuales podemos destacar las siguientes: (a) Para la época de radiaciéon dyp ~ rg; (b) En
las ecuaciones perturbadas (cf. capitulo[2) H~! caracteriza el rango de las “influencias causales”, ya que kH~! “gobierna
cuales términos de las ecuaciones perturbadas son dominantes” [11]]; (c) “El factor de escala crece un e-folding en un in-
tervalo del orden H~ . Por esta razén, la microfisica solo puede operar coherentemente en escalas fisicas menores a H~1”
[12] o en palabras deBrandenberger|en [28]: “el radio de Hubble, H ~1 es la distancia maxima sobre la cual la microfisica
puede actuar coherentemente; ... para distancias mayores el tiempo que le toma a la luz excede la tiempo de expansién
cosmoldgica caracteristico”. Como se puede observar, ninguna de estas justificaciones establece una relacién sélida entre
el radio de Hubble y causalidad local. Para una discusién extensa sobre este punto véase [64].

4Expresado en e-foldings el intervalo necesario es mayor a (~ 60). Un e-folding es el periodo de tiempo en el cual una
cantidad que estd expandiéndose se incrementa por un factor e. El nimero N de e-foldings que pasaron entre dos tiempos
tp > t; se define mediante la relacién

=i (5.
a(t1)
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Figura 1.7: Solucién propuesta por inflacion al problema del horizonte. El efecto de la expansion acelerada es en cierta
forma “alejar” la singularidad inicial del LSS. Esto permite que algunas partes de los conos pasados de luz de los puntos
Py Q hayan estado en contacto causal.

te se resuelve, ya que este periodo inflacionario tiene como efecto desplazar hacia abajo respecto a
ts en el diagrama conforme a la singularidad inicial. Consecuentemente los eventos P y Q diame-
tralmente opuestos en el LSS, ahora comparten un conjunto de eventos en el pasado que pueden
influenciar a ambos. Si el periodo inflacionario dura mucho tiempo, el diagrama se extenderd mas
hacia abajo y la mayoria de los eventos pasados de P y Q serd comunes. Aunque dpy sigue sien-
do el mismo que antes , dpp, el horizonte de particulas ahora es (periodo inflacionario +
periodo de radiacién + periodo entre el fin de radiacién y el tiempo de desacople),

1/2
dup = ag- — (“"’) {1+2af [(”f) - 1} } (1.101)
aoHp \ ao ag [\ ai

donde a; = a(t;), as = a(ts) son los factores de escala al tiempo del inicio de inflacién, ¢; y el fin

de inflacién t ;. Tipicamente (as/a;) = 10N, donde N es el nimero de e-foldings que dura la época
inflacionaria. Por lo que ahora, tenemos

dyp > dyy (1.102)

aunque, como se discute en [64], de esto no se sigue que todos los puntos del LSS tengan datos
iniciales comunes al tiempo ¢, ya que para cualquier tiempo f existen eventos en la hipersuperficie
t = constante, que estdn en el pasado de P y no en el de Q y viceversa. Lo que resuelve inflacién es
que ahora tenemos la posibilidad de explicar, debido a la conexién causal de P y Q las condiciones
similares de ambos en el LSS.

En base a la discusion anterior se definird como época inflacionaria a cualquier época en la cual
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tenemos aceleracion positiva,
a>0. (1.103)

De la ecuacion (1.38b), obtenemos la condicién para la presién de la materia que generara inflacion
es .
p<—3p (1.104)

Respecto al origen de las anisotropias iniciales, Inflacién —teéricamente- se apunta su mayor triun-
fo: las anisotropias e inhomogeneidades primordiales son producto de las fluctuaciones cuénticas
del campo escalar, que al evolucionar el universo en el periodo inflacionario son “extendidas” has-
ta poderlas considerar como perturbaciones clasicas que son observadas en la estructura a gran
escala del universo y en las anisotropias de la temperatura del CBR. Esta explicacién se tratard con
mayor detalle y se criticard en el capitulo siguiente.

1.6.2 Modelado matemdtico: Campo escalar

En el modelo inflacionario de slow-roll la condicién (1.104) se satisface postulando la existencia de
un campo escalar cuya ecuacién de estado es adecuada. La dindmica de un campo escalar acoplado

a la gravedad viene dada por la accién

Sy = /d4x\/fg <—;g”bva(pvh(p - V((p)> . (1.105)

El tensor de energia-momento del campo escalar se puede calcular usando la definicién de T,

T — Zg oy ;ggf”””) (1.106)

resultando en
T," = V.oVl — %(Su Y(VepVep 42V (9)) (1.107)

con Componentes

1= (374 7@), 1= (30 vie) s (1.108)

Comparando con el tensor de energia-momento de un fluido perfecto podemos identificar a T}, "
con la energia, p, y a T;/ con la presién, p. Recordando (1.104) tenemos que para que este campo
genere inflacién necesitamos que ¢? < V(¢).

La condicién de que V(¢) > ¢? nos da el requisito
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Py = —Pg, (1.109)

i.e. la etapa inflacionaria es (o puede ser aproximada mediante) un espacio-tiempo de de Sitter.

La ecuacién de movimiento del campo escalar se obtiene variando la accién con respecto al campo

escalar,

§V,Vyp +9,V(g) = 0. (1.110)

esta ecuacion es del tipo de Klein-Gordon. En las coordenadas de los observadores cosmolégicos

esta ecuacion toma la forma de

¢ +3He + 9,V () =0.

Podemos observar que el término 3H¢ acttia como friccién, frenando asi la evolucién de ¢.

El conjunto de ecuaciones que controlan la evolucién del universo durante el régimen inflacionario
son

== (14)2 + V(go)) ) (1.111a)
3\2

¢+3Hg+9,V(p) =0, (1.111b)
H = —41Gg¢? (1.111c¢)

Este sistema de ecuaciones no siempre lleva a una expansién acelerada del universo, para lograr
esto es necesario que la energfa potencial del campo escalar domine sobre la energfa cinética del
mismo, especificamente, implica que se desprecie el término cinético, ¢?/2, en (1.111a) y, debido a
que el potencial es plano, despreciar la aceleracién, ¢, en (1.111b):

H? ~ gV(q)), (1.112a)
3Hg +0,V(p) ~0, (1.112b)

Segun el modelo de nueva inflacion, ¢ estd inicialmente lejos del minimo del potencial V(¢). El
potencial entonces “jala” a ¢ hacia su minimo. Si el potencial es lo suficientemente plano, el tér-
mino de friccién pronto hard a ¢ muy pequefio, logrando que se cumpla ¢? < V(¢), atn cuando
originalmente esto no fuera asi. Bajo estas condiciones el espacio-tiempo es aproximadamente de
Sitter (cf. ,con a(t) ~ eft, H ~ constante.

Para expresar las condiciones de slow-roll de manera mds precisa recurriremos a la definicién de

dos pardmetros que cuantifiquen que tan plano es el potencial € y su curvatura 7 (no confundir
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con 77 el tiempo conforme). Usando la ecuacién (1.112b) y derivdandola

¢=H¢[n+el,

donde »
H p)2 1 [0,V
e(9) =~ == 4nc(z)2 = 4nc< “P/ ) , (1.113a)
1 E)%PV 1 ag,v
n(¢) =g = ( 7 ) =317 (1.113b)
d(g)=n—e= _9 (1.113c)
H¢

Las condiciones necesarias para que la aproximacién de slow-roll sea valida y se tenga inflacién
son
e<1, In«l (1.114)

Estas condiciones son validas si ¢? < V(¢) y |§| < [3H¢| respectivamente. Otra forma de obtener
este resultado es notando que

L HyH =(1-eH?,
a
por lo que inflacién (@ > 0) sélo se puede obtener si € < 1. De (1.113a)) se pude observar que €
cuantifica cuanto cambia H durante inflacién.

Con los parametros de slow-roll €, 1, § es posible escribir las ecuaciones®®exactas (1.111a)), (1.111c):

(1.115a)

3,V (1.115b)

1.6.3 Efectos de la inflacién en las escalas fisicas

Durante inflacién el factor de escala crece exponencialmente, por lo que todas las escalas fisicas
A = a(t)A,, creceran de la misma manera. El radio de Hubble fisico d permanecera constante
durante esta misma época. Entonces, se pueden tener situaciones en las que una escala A’ < dy en
la época inflacionaria, pero al crecer exponencialmente se vuelva mayor que dy en el transcurso
de esta etapa. Al tiempo t durante inflacién cuando A’ = dy, se le denomina tiempo de salida y lo
denotaremos por tg g, (AL).

480tras férmulas ttiles de escribir las ecuaciones exactas del sistema Einstein-Inflatén son

2
4t , dH 47 5 (dH) _ 127 Hz(q)):—

H = — ({J , _— = = q) —
M%Zanck d(P Mlz’lanck d(p M

donde la altima ecuacion es la ecuacion de Friedmann.

32712

4
MPI anck

Vie)

2
Planck
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tiempo de entrda e BTaEIEE

Radio de Hubble Fisico

tiempo de salida
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de Hubble

tiempo de salida Escala Comévil

tiempo de entrada,

Log (tiempo)

Figura 1.8: Evolucion de las escalas y el radio de Hubble durante y después de inflacion. En la imagen de arriba se
muestra una escala fisica A y radio de Hubble. En la figura inferior la escala y el radio de Hubble comdviles.

Al terminar inflacién, durante la época dominada por radiacién a, A’ t1/2 mientras quedy « t,
por lo que (de mantenerse estas condiciones, i.e. a & t" conn < 1y dy o t) en un tiempo t, 1040 (AL)
volveremos a tener A’ = dp, a este tiempo se le llamard tiempo de entrada. Durante el analisis de
formacion de estructura, capitulo} serd importante relacionar la amplitud de la perturbacién a la

escala A’ al tiempo tgi4,(Ac) con la amplitud al tiempo fo, 00 (Ac)-

ADDENDUM: Ecuaciones en tiempo conforme

Las ecuaciones del campo inflaténico en tiempo conforme serdn entonces

2 E L 2
H = 3 <2a2((p) +V(q))) , (1.116a)
2 2 1
2H + H* = —xa <2az - V(e) |, (1.116b)
H2 -~ H' =4nG(¢')?%, (1.116¢)
¢ +23¢' + a9,V (9) = 0. (1.116d)

Siguiendo los pasos recién mostrados, es facil obtener las relaciones de slow-roll (1.113) para estas
coordenadas. ) ()2
H 4
e(¢) =1——F =4nG , 1.117a
(¢) 7 7 (1.117a)

2 2
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(1.117b)

1.6.4 Criticas y problemas del modelo inflacionario

A pesar de que Inflacién resuelve varios de los problemas del modelos estdndar cosmolégico (co-
mo el de planitud y el de horizonte), existen criticos a estas soluciones propuestas por el modelo
[25]131), (147, [155] 165} 170]. Adema4s, inflacién presenta nuevos problemas, que a continuacién se

enlistan:

» Problema de la Fluctuacién. Los modelos de inflacién con campo escalar produce un espectro
invariante de escala en las fluctuaciones cosmolégicas y ademas predicen la amplitud del
espectro. La dificultad es que sin introducir un problema de jerarquias*® en las escalas del
modelo de fisica de particulas, la amplitud predicha es superior a la observada por varios
6rdenes de magnitud. Por ejemplo para un modelo inflacionario con V(¢) = (1/4)A¢* se
requiere que A ~ 10712 para recuperar la amplitud del espectro observada. Esta es una
caracteristica general de los modelos inflacionarios [31] y dado que uno de los principales
objetivos de Inflacién es eliminar los ajustes finos en los pardmetros cosmoldgicos, no es muy
satisfactorio que ahora estos problemas aparezcan en el sector de fisica de particulas.

= Problema Trans-Planckiano. En la mayoria de los modelos inflacionarios, el periodo de infla-
cién dura mucho mas que el nimero minimo de e-foldings requeridos para la solucién de los
problemas de horizonte y planitud. Esto tiene como consecuencia que los modos coméviles
que corresponden en la actualidad a las escalas de la estructura cosmolégica fueran menores
a la escala comévil de la longitud de Planck al tiempo #; cuando inici6 la inflacién * . En-
tonces, ;Cémo confiar en los calculos que hacemos para encontrar el espectro de potencias
si estos cdlculos dependen del comportamiento del espacio-tiempo y la materia a escalas de
energia que no sabemos como describir? ;Qué tan sensibles son las predicciones a esta fisi-
ca desconocida? Para una introduccién ver [30], para revisiones mds recientes e intentos de
solucién ver [41),[129] 193]

» Problema de la identidad del inflatén. Originalmente Guth supuso [87] que el inflatén podia ser
identificado con el bosén de Higgs, pero la aparicién de problemas de jerarquia mostraron
que esta hip6tesis no estaba fundamentada. En la actualidad, a pesar de los multiples mode-
los del campo escalar, ninguno estd fundado en fisica de particulas bien establecidas, por lo

que la identidad de este campo escalar es una gran incégnita.

49Un problema de jerarquias ocurre cuando los pardmetros fundamentales (acoples o masas) de algtn lagrangiano son
diferentes que los pardmetros medidos por el experimento. Estos problemas estdn relacionados con problemas de ajuste
fino o con problemas de naturalidad del modelo.

S0Es posible hacer un calculo rdpido que muestre este problema, supongamos que inflacién cambia el factor de escala
a(t) en un factor A ~ 10%, entonces la escala fisica A(t) hoy Ag = A(tp) al final de inflacién A, = A(t,) tenia un tamafio

a(t Ti . . . e
Ae =g (Fe) = )\0?0 ~ 10728 suponiendo que inflacién ocurre a escalas de gran unificacién, entonces para una escala de
ao

e
A < 3 Mpc al inicio de inflacién t;, A; = A(t;) < Lpjanck-
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» Problema de la entropia. La entropia del parche contenido en el radio de Hubble en la actua-
lidad estd dominada por la contribucién de los fotones del CBR®! y es del orden de 1088,
la evolucién del universo al ser un sistema aislado, es adiabatica, entonces ;Por que es tan
grande la entropfa? %2, Inflacion resuelve este problema en el recalentamiento, etapa en la cual
la energia del inflatén es transferida a las particulas ordinarias generando una gran cantidad
de entropia (consultar [20} 82} [135] [157] para una explicacién mas detallada).

Algunos autores [156} [165] opinan que inflaciénno resuelve el problema si no que de hecho
lo agrava [ver también|[166) [168|[169]. Esta argumentacion se basa en el hecho de tener con-
diciones iniciales de baja entropia es muy poco probable (entre mas baja, mas improbable),
entonces, ya que el recalentamiento al final de inflacién incrementa la entropia en varios or-
denes de magnitud, hace necesario que el estado del universo al principio de inflacién fuera

mucho més ordenado que en el modelo estdndar cosmoldgico sin inflacion.

= Problema del origen de las fluctuaciones cosmoldgicas. Este problema es presentado como resuelto
por la inflacién, pero como se vera en el capitulo siguiente esto no es del todo claro, ver
también [170] 202-H204]

1.7 Modelo de Concordancia: A-CDM

Finalmente, en esta seccién, expresaremos el modelo de concordancia cosmolégico y establecere-

mos las modificaciones a las ecuaciones con las que estaremos trabajando.

Se le conoce como modelo de concordancia cosmolégico al modelo A CDM, porque es el modelo
que con las caracteristicas dadas abajo es el que mejor explica las observaciones [93}[196]. Este pa-
radigma cosmolégico es, en pocas palabras, lo siguiente: una era de gravedad cudntica de algiin tipo ,
seguida por inflacion; una época de big-bang caliente; desacople de materia y radiacion; inestabilidad gravi-
tacional que conlleva a la formacion de ciimulos de galaxias que surgen de las “semillas” de perturbaciones
de densidad de la LSS [67]].

Observaciones recientes [196] concuerdan en que la composicién del universo es Qpr ~ 0,76,
Qpy ~ 0,20, Qp ~ 0,04y Oy >~ 5 X 107>. La constante de Hubble es Hy = 100hkms’1Mpc
con h = 0,73 £0,03 [72]. Ademas, la geometria espacial es muy cercana a plana (y regularmente
se supone exactamente plana), y las perturbaciones iniciales son Gaussianas,adiabdticas y con un
espectro muy cercano a invariante de escala (ver explicacién del porqué de estas caracteristicas en
el siguiente capitulo) [8].

51La densidad de entropia s se obtiene de la ecuacién 1) aplicada a los fotones (g = 2)i.e.s = 4i 2 Tg. La entropia
total de una region estd dada por S = sV. El volumen de la regién contenida en un radio de Hubble puede aproximarse
4
mediante Vg = 3 mwH3.

52Esta pregunta da pie a varias otras preguntas como por ejemplo ;Es valida la segunda ley durante toda la evolucién
del universo?;Existen otras fuentes importantes a la entropia ademas de la del CBR?;El campo gravitatorio es fuente de
entropia? ;Como asociar entropia a un campo gravitatorio? [82} 165} 166} [169]
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CAPITULO 2

ANALISIS CRITICO A LA FORMACION DE LAS FLUCTUACIONES PRIMORDIALES

In science, ‘fact’ can only mean “confirmed
to such a degree that it would be perverse
to withhold provisional assent.” I suppose
that apples might start to rise tomorrow,
but the possibility does not merit equal

time in physics classrooms.

Stephen Jay Gould (1941 - 2002)

2.1 Introduccién

En el capitulo anterior se hizo una revisién con cierto detalle de la fisica detrds de la cosmologia
moderna. Usando el modelo cosmolégico estdndar y suplementandolo con el paradigma inflacio-
nario, se pudieron explicar fenémenos tales como la expansién, la homogeneidad, la planitud, la

nucleosintesis, el fondo de radiacion césmica, etc.

Basta observar alrededor nuestro para notar que la aproximacién hecha en el capitulo|l|sobre la
homogeneidad e isotropia del universo no es vélida a escalas menores que 100 Mpc. Las existencia
de estructuras cosmoldgicas tales como clusters de galaxias observadas en la actualidad, se expli-
can a través de la teoria de formacién de estructura. Esta teoria presupone que en épocas muy
tempranas (i.e. al principio o antes de la época dominada por radiacién) existian ciertas desvia-
ciones de la homogeneidad e isotropia que evolucionaron mediante procesos fisicos conocidos
hasta convertirse en la estructura que observamos actualmente. La época dominada por radiacién
(y épocas anteriores) no puede ser observada mediante ondas electromagnéticas debido a que el
universo era opaco (recuérdese que antes del desacople del fotén el camino medio libre de esta
particula era despreciable) por lo que la evidencia de la existencia de estas perturbaciones primor-
diales debemos buscarla en la Superficie de Ultima Dispersién y en particular en los fotones
emitidos desde ella: el Fondo de Radiacién Césmica (CBR). Estas desviaciones o fluctuaciones de
la homogeneidad e isotropia fueron observadas por primera vez (fig. en el CBR por el Radi6-
metro de Microondas Diferencial del satélite COBE a principios de la década de 1990 [194].
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Noétese que la teorfa de formacién de estructura no dice nada sobre el origen de las desviaciones
de homogeneidad e isotropia primordiales, para ello necesitamos considerar otra teoria que lo
explique.

En este capitulo discutiremos el tratamiento de la formacién de la estructura. Debido a la extensién
del tema, nos limitaremos a darle una revision relativamente rapida a los resultados y desarrollos
maés importantes. Empezaremos, primero, por mencionar los conceptos estadisticos que se utili-
zan en las observaciones de la del fondo de radiacién césmica y la fisica que se ve reflejada en su
espectro de potencias. Luego, repasaremos la teoria de perturbaciones en Relatividad General apli-
cada a la cosmologia. Usando la teoria de perturbaciones a un orden lineal podremos obtener las
ecuaciones que rigen el crecimiento de las perturbaciones primordiales en la densidad, velocidad y
entropia de la materia contenida por el universo. Por tltimo, presentaremos las distintas propues-
tas de solucién a la siguiente pregunta: en un universo homogéneo e isotrépico, ;Cémo surgen
las perturbaciones primordiales? Estudiaremos dos propuestas de solucién. Ambas propuestas
estudiadas en este capitulo atribuyen el origen a la evolucién cudntica del campo inflaténico. La
primera —la estdndar— es parte del modelo inflacionario y atribuye la aparicién de las inhomoge-
neidades a una identificaciéon —no del todo justificada— de cantidades cudnticas con cantidades
clasicas. En esta propuesta las “fluctuaciones cuanticas” siguen tinicamente la evolucién (unitaria)
dictada por la mecénica cudntica, por lo que, ademads de la dudosa identificaciéon cuantica-clasica
de algunas cantidades, no explica cémo se “rompen” las simetrias de homogeneidad e isotropia
del sistema Einstein-inflatén ya que la evolucién unitaria cudntica del sistema preserva dichas
simetrias. Estas criticas fueron presentadas in extensis en [170] por [Perez, Sahlmann y Sudarsky,
autores que ademds de presentar los puntos oscuros de la explicacién estandar, propusieron una
solucién: el origen de las perturbaciones se logra mediante la consideracién en la dindmica del
sistema Einsten-inflatén del proceso de reduccién o colapso de la funcién de onda del inflatén.
La solucién propuesta estd basada en ideas de Roger Penrose [166-169] sobre la interacciéon de la
gravedad y mecdnica cudntica, en especifico sobre el papel de la gravedad en la reduccién de la
funcién de onda. La nueva fisica para generar las semillas de la estructura esta contenida en la lla-
mada hipétesis del colapso. Mostraremos como esta idea puede resolver el problema de la formacién
de asimetrias del universo. El desarrollo de esta idea es el tema principal de este trabajo de tesis y
se presentaré en el capitulo

2.2 Anisotropia del Fondo de Radiacién Césmica

Como se vio en el capitulo anterior (§1.5.1), la simple existencia del CBR (o, como es conocido
comunmente, Fondo Césmico de Micro-ondas 1 ) es una evidencia crucial para el modelo
cosmolégico estandar, pero ademads de eso, el CBR se ha convertido en el principal instrumento pa-
ra estudiar el universo [148,[194]. De su observacion se obtiene informacion relativa a la curvatura
de las hipersuperficies espaciales ¥; (pag.[6), a la densidad de la materia bari6nica pp y la densidad

En la actualidad el CBR tiene su funcién de cuerpo negro tiene frecuencias en el régimen de las microondas, debido
al redshift ocasionado por la expansién del universo.
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de materia oscura ppyy, al pardmetro de Hubble normalizado (i = Hy/100), la profundidad 6ptica
(7) (pie de la pagina[33) y a la caracterizacién del espectro de potencia de las fluctuaciones iniciales
(A, n, r) (ibid.). Hay que notar que algunos de esos parametros usando solamente el estudio del

CBR no son observacionalmente independientes.

La caracteristica mas importante del CBR es que presenta un espectro de cuerpo negro a una tem-
peratura de Ty = 2,725 K. El espectro de la temperatura del CMB a lo largo de cualquier direccién
fi es el espectro de un cuerpo negro con una temperatura T(fi) con fluctuaciones 6T (fi) en el rango
de 10> de la temperatura promedio?® T. Esta variacién de la temperatura fue descubierta por el
satélite COsmic Background Explorer [194] en 1992 y luego estudiada con mayor precisién
por el Wilkinson Microwave Anisotropy Probe [93, 148, [196].

2.2.1 Descripcién estadistica del CMB

Definimos como observable de las fluctuaciones del CMB a la desviacion relativa de la temperatura
o contraste de la temperatura,
OT(f)

o) = :(2n1)3/2/d3keik"‘®(k), 2.1)

donde k es el niimero de onda de la transformacién de Fourier, x = Rpi, la distancia vectorial
hasta la LSS y fi es un vector unitario del momento del fotén. En esta expresiéon hemos ajustado el
sistema de coordenadas para que la posicion del observador sea (1,5 = 70, Xops = 0). El contraste
de temperatura se puede descomponer en armoénicos esféricos Yy, (1),

ZZZ ‘xlelm ) (2-2)

donde la sumatoria vadel =1,2,...,00ym = —I,..., . Entonces se tienen 2/ + 1 valores de m
por cada /. Loas arménicos esféricos forman un conjunto ortonormal de funciones sobre la esfera,
por lo que podemos calcular los coeficientes multipolares a;,, mediante

G = / dQY; (R)O(R). 2.3)

Podemos insertar en esta tltima ecuacion, la expansion en el espacio de Fourier de ©(f, 77) (segun-

da igualdad de (2.1,
1 o -
i = G / 0 / PrY;, (R)O(K)e* X, (2.4)

usando el desarrollo de la onda plana en armoénicos esféricos

4r ¢ N

2Esto es cierto luego de eliminar una perturbacién dipolar que surge debido a nuestro movimiento peculiar a través
del marco en reposo del CBR.
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donde j;(x) son las funciones esféricas de Bessel,

10 =\ Tis12(), 26

y J (x) son las funciones de Bessel de primer tipo. Finalmente, empleando la ortogonalidad de los

armonicos esféricos llegamos a

47

= g () / Py (K)j (kx)© (K). 27)

Modelaremos a @(fi) como un campo aleatorio®, lo que significa que su valor en cada punto del
CMB es una variable aleatoria?. Observaciones (e.g. [148]) indican que las anisotropias se pueden
modelar como un campo aleatorio gaussiano, i.e. , las variables aleatorias del campo aleatorio tienen
una distribucién de probabilidad gaussiana. Para campos aleatorios gaussianos toda la informacién
estadistica estd contenida en el primer momento y en la funcién de autocorrelacién de dos puntos
la cual da la covarianza entre las variables aleatorias. Asi la funcién de correlacién de dos puntos

de la temperatura entre dos direcciones denotadas por fi; y fi; puede ser escrita como sigue

C(0) = ©(fi1,70)O (2, 170) (2.8)

con cos § = fiy - fip. La barra horizontal indica promedio sobre un ensamble (tedrico) de universos®.

Noétese que la funcién de correlacion s6lo depende de la separacién de las dos direcciones, i.e.
no depende del dngulo azimutal. Esto es un reflejo de que suponemos que la estadistica deberia
heredar las simetrias del espacio-tiempo de fondo (i.e. , no perturbado) que en nuestro caso es la
métrica de Robertson-Walker debe de ser independiente de la posicion espacial (homogenei-
dad) e invariante ante rotaciones, i.e. , el promedio sobre el ensamble de &}, depende tnicamente®
de!/ynodem,

Wy = 011G Ci, (2.9)

3Es una generalizaciéon de un proceso estocastico (dado un espacio de probabilidad (Q, F, P), un proceso estocéstico
(o proceso aleatorio) en el espacio de estados X es una coleccién de variables aleatorias X— valuadas indexadas por el
conjunto T (“tiempo”). Esto es, un proceso estocastico F es la coleccion {F; : t € T}.) en el cual el pardmetro ¢ no es un
simple niimero real, sino que puede ser un campo vectorial multidimensional o inclusive una variedad.

“De manera formal una variable aleatoria se puede definir como sigue: Sea (€0, F,P) un espacio de probabilidad (el
triplete del espacio de probabilidad es () es el espacio de muestra, F es el o-dlgebra de subconjuntos de () y P la medida
en (O, F))y (Y,X) un espacio de medida. Entonces la variable aleatoria X es la funcion de medida X : QO — Y. Las pre-
imdgenes de los subconjuntos Y (€ X) son eventos (€ F) y tienen asignada una probabilidad P. Se puede ver que el
nombre de variable es incorrecto ya que en realidad es una funcién.

5Para que la afirmacién anterior tenga sentido es necesario considerar un ensamble de universos, i.e. el campo & en cada
punto del espacio tendrd un valor diferente en cada uno de los universos miembros del ensamble, con una varianza (%)
entre miembros del ensamble. La homogeneidad estadistica del campo J significa que la varianza es independiente de la
posiciéon. Obviamente el campo que estamos estudiando es un miembro de este ensamble i.e. una realizacién del proceso
estadistico.

Si s6lo tenemos acceso a un miembro (nuestro universo) de este ensamble de universos (suponiendo que el ensamble
existe) ;C6mo podemos medir la varianza (42)? La mejor respuesta a este dilema es realizar mediciones en partes muy
separadas del espacio, dado que los valores del campo ¢ estas diferentes partes del se supone que estdn causalmente
desconectados. En otras palabras, estamos haciendo la identificacién: promedio sobre el volumen = promedio sobre el
ensamble.

%De una manera intuitiva / se refiere al tamafio angular de la anisotropia, mientras que m estd relacionado con la
“orientacion”.
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donde C; es conocido como el espectro de potencias angular (tedrico) de las anisotropias de la tempe-
ratura. La relacién (2.9) implica

Cc(9) = % Y 21+ 1)CPy(fy - fp). (2.10)

Antes de proseguir es importante notar dos cosas en las graficas generadas (e.g. fig. del estudio
de las observaciones del CMB : (a) estan presentadas en términos de C;I(I + 1) /2, la explicacion
de esta eleccién se debe a la siguiente relacién aproximada

20 +1 I(1+1)
L g 6= [ T G

i.e. CjI(I +1)/2m es aproximadamente la potencia por intervalo logaritmico de I; (b) el eje vertical
tiene unidades de (1K)?, esto se debe simplemente a que en lugar de estar trabajando con @(#)
usan la fluctuacion de temperatura absoluta 6T = T ©.

Discrepancia Césmica.  La teoria predice los valores de expectacion |ay,,|2 de los procesos estocés-
ticos responsables de la anisotropia del CMB, pero sélo podemos observar una realizacién de este
proceso aleatorio: el conjunto {a;,,} de nuestro CMB. Por lo que definimos el espectro de potencias
angular observado como el promedio

.1 )
G = A1 Y (2.11)

de los valores de a;,, observados. El valor de expectacién de C; es igual a el espectro teérico Cj, i.e.
C; = Cy, pero el valor de una realizacién en general no es igual al valor teérico. Podemos estimar
el valor de expectacién de la diferencia cuadratica entre C; y C;:

V(G —G)? 2
=\ 5 2.12)

G B

Podemos observar que esta cantidad es menor para ! grandes. Esto se debe a que la muestra esta-
distica (2 4 1) de ay,, crece conforme aumentamos /. Esta limitacién, que es grave para los multipo-
los bajos, recibe el nombre de discrepancia cdsmica’. Como es de esperarse, en la préctica, nuestras
observaciones distan del caso ideal y la discrepancia es mayor que la dada por la relacién (2.12).

"En inglés es cosmic variance
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2.2.2 Fisica de las anisotropias del CMB

La fisica que da lugar a las inhomogeneidades y anisotropias de la temperatura se puede enten-
der facilmente. Los principales tres mecanismos para producir las anisotropias a gran escala son:
(a) diferencias en el potencial gravitatorio entre un punto en particular en el espacio y el observa-
dor. Esta diferencia de potencial resultard en que la radiacién propagandose entre el punto y el
observador tenga un corrimiento al rojo o al azul. Este mecanismo es conocido como Efecto de
Sachs-Wolfe ([SW).(b) Presion: Los bariones al caer en los pozos potenciales colisionan con los foto-
nes provocando oscilaciones de compresién y rarefaccion. El efecto de la compresion/rarefaccion
produce el cambio en la temperatura de una manera andloga a los cambios de presién adiabati-
ca de un gas ideal (c) velocidad: Los bariones se aceleran al caer en los pozos de gravitacional, en
el maximo de la compresioén y/o rarefaccién alcanzaran su minima velocidad, desplazandose su
fase respecto a las oscilaciones en 71/2. Estas ondas desfasadas provocardn un efecto Doppler en
el campo de fotones. De los tres mecanismos mencionados el méds importante para este trabajo
de tesis es el efecto SW. La importancia del efecto SW se debe a que contiene informacién de las

perturbaciones primordiales.

Los mecanismos que imprimen las anisotropias en la temperatura del CMB, aunque bien enten-
didos, son dificiles de calcular de manera analitica y por lo regular se usan cédigos numéricos,
el més popular de ellos es el CMBFAST [192]. Né6tese que por su naturaleza los tres mecanismos
dominan en diferentes escalas: el efecto SW domina a escalas mayores que el radio de Hubble y los
otros dos mecanismos dominan dentro del radio de Hubble, debido a esto es conveniente dividir

en tres rangos de escalas el estudio del espectro [9)191], justo como se muestra en la figura 2.1}

Efecto Sachs-Wolfe Integrado, (I < 10)  El Efecto de Sachs-Wolfe Integrado (ISW), se debe a varia-
ciones temporales de las perturbaciones de la métrica.

Efecto Sachs-Wolfe, (10 S 1 <100).  El horizonte de particulas en la época del LSS corresponde
aproximadamente® a I ~ 100, anisotropfas mayores a esta escala no han evolucionado significati-
vamente y por lo tanto, reflejan las “fluctuaciones primordiales” (las cuales serviran como condi-
ciones iniciales para las ecuaciones de formacién de la estructura cf. [2.3). El efecto del redshift gra-
vitacional sobre la temperatura (energfa) de los fotones, es conocido como efecto de Sachs-Wolfe,
y su férmula a estd dada por siendo ¢ la perturbacién gravitacional a primer orden. Si el
espectro de potencias de las perturbaciones primordiales es invariante de escala (plano), entonces

(14 1)C; ~ constante para I’s pequefos.

8Esto se puede calcular de manera aproximada como sigue, usando (1.86), para calcular el horizonte de particulas en el
tiempo de desacople 4, obtenemos d,,(f4) = 0,168h~'Mpc, si calculamos su tamafio hoy, ~ d$;(t4) (a0 /a4) ~ 184h~*Mpc,

que comparado con la distancia que viajaron los fotones (i.e. la distancia al LSS) 1) D. =ay f;o (dt' /a(t')) ~ 6000 Mpc,
el angulo subtendido es 6 ~ 184 /6000 ~ 2°, que a su vez esta relacionado con el multipolo  mediante § ~ 7t/1,i.e. I ~ 100.
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Figura 2.1: Espectro tedrico de las anisotropias del CMB. Se muestran los diferentes procesos fisicos que le dan su forma.
También se muestra, con una linea punteada la contribucién de las ondas gravitacionales. Esta imagen fue tomada de
Scott y Smoot},|2008| [191]].

Esencialmente, la formula® del efecto de Sachs-Wolfe [57, 97, 98] es simplemente el redshift que
sufren los fotones en su trayecto desde el LSS hasta el observador. La situacién geométrica en la
cual vamos a realizar el clculo es la siguiente. En la esfera celeste que forma el LSS podemos des-
componer la temperatura en un punto (6, ¢), o lo que es lo mismo el punto sefialado por el tres
vector que parte de nuestra posicién f, en su parte promedio (o de fondo) T(#) y la fluctuacién en
dicho punto 6T (x,t) : T(x,t) = T(t) + 6T(x, t), justo como hicimos en la seccion anterior. Luego
del LSS los fotones no colisionan més con la materia (i.e. , el camino libre medio de los fotones se
volvié méas grande que el radio de Hubble) y ya no forman un componente que “genere gravita-
cién” de manera importante i.e. ya no es la especie dominante en la época que sigue al desacople.
Los fotones, entonces se pueden considerar libres y particulas de prueba, por lo que seguiran la
geodésica x?(A) del espacio-tiempo real. El parametro A es el pardmetro afin y el vector tangente
a esta geodésica es k* = dx”/dA. Podemos aproximar la geodésica del espacio-tiempo real como
una perturbaciéon de primer orden de la geodésica del espacio-tiempo de FL. A primer orden de
perturbacion, el vector tiene componentes k¥ = a~! (@ + dw) y k' = —wa~!(é' + de'), donde w es
la energia del fotén medida por un observador y ¢ es el vector unitario espacial de propagacién
del fotén. Las temperaturas del CMB en dos diferentes puntos a los que llamaremos E (evento
de emisién, determinado por la interseccion de la geodésica de emisién y el LSS) y O (evento de

9Existen algunos articulos [principalmente219] en los cuales se hacen aproximaciones heuristicas que en realidad no
son aplicables a escalas superiores al radio de Hubble [ver critica en [97]. Para expresiones invariantes de norma ver [98],
si desea una demostracién exclusivamente geométrica de este efecto ver [131}[132].
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observacioén, aqui y ahora) a lo largo de una geodésica nula en la direccién de observacién son

To _ (Kud)o (2.13)

Tg  (Kua)p
donde u® en O y E es la cuatro-velocidad de los observadores en el evento de observacién y
de emisién respectivamente. Ahora descompondremos la temperatura observada en una parte
homogénea y su perturbacién a primer orden: T(xp,to;0) = T(xo,to) + 6T (xo,to; €0)

Con estas especificaciones el paso siguiente es escribir las ecuaciones perturbadas de (i) la condi-
cién de vector nulo k%k, = 0, (ii) la ecuacién geodésica kf‘bkb = 0y la ecuacién (2.13).

Considerando tinicamente las perturbaciones escalares ( cf. [43] o ver apéndice [A] para una expli-
cacion detallada de esta descomposicién)

6T 6T 1, 1, o /

Tlo” Tle & x - - 2.14

T ’o T ’E £05 o T K7 | g ¢‘0+1P(E+/E [ — 9] dy (2.14)
donde &y = % — e”"%, es decir la integral se hace a lo largo de la geodésica nula. Podemos absor-

ber el término que no muestra dependencia angular i.e. ¢ ’ o dentro de la definicion de temperatura
de fondo y acomodar términos como sigue:

6T 6T 1,
Tlo= (1“ T) o k0

Esta es la expresion general del efecto de Sachs-Wolfe. Al primer término del lado derecho en la

o !/
ot el dy 2.15)

1
o + Ev,,xe"‘

literatura se le llama efecto de Sachs-Wolfe ordinario y describe las perturbaciones tanto gravitatorias
como del plasma en la LSS. El segundo y tercer término son efectos Doppler debidos al movimiento
entre el observador y el plasma y el Gltimo término es el efecto integral de Sachs-Wolfe. Es importante
notar que esta descomposicién es heuristica ya que no existe una manera genérica en Relatividad
General de distinguir los efectos de redshift debidos al efecto Doppler de los efectos de redshift
gravitatorios. Para obtener la expresién encontrada en la literatura se deben hacer las suposiciones
siguientes: (i) las perturbaciones primordiales son adiabaticas, i.e., S = dpy — %@ad = 0; 19 (ii) al
momento del desacople los bariones y los fotones forman un fluido ideal; (iii) el universo es
plano y no contiene energia oscura i.e. K = A = 0; (iv) la ecuacién de estado de la materiaes p = 0
al tiempo del desacople y posterior; y finalmente (v) despreciar la solucién decreciente (ver
de y [97,198] :

oT

Z,= s 1

10 as perturbaciones adiabdticas se definen como aquellas que afectan a todas las especies de tal manera que las razones
de los nimeros de densidad permanecen sin perturbar: §(nx/ny) = 0. En términos de las densidades de energia las
perturbaciones adiabaticas estdn caracterizadas por las siguientes relaciones (1/4)d, = (1/3)dpm = (1/3)dp. Si la ecuacién
de estado es p = p(p) las perturbaciones son necesariamente adiabaticas. Como las perturbaciones adiabéticas estan
asociadas a la perturbacién de la curvatura via las ECE, también se les conoce como perturbaciones de curvatura. Por otro
lado es posible perturbar —~dado que hay multiples componentes o especies— a las densidades de energia de la materia sin
perturbar la geometria, a este tipo de perturbacién se le conoce como perturbacion isocurvatura.
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Es importante recalcar que el efecto Sachs-Wolfe (2.15)) es el dominante a escalas mayores que el
radio de Hubble al momento del LSS, pero a escalas menores, la fisica de plasmas domina y este
andlisis debe de ser complementado con la ecuacién de Boltzmann.

Picos aciisticos, (100 <1 <1000).  La forma del espectro de potencias es consecuencia de las
oscilaciones provocadas por la gravedad en el plasma antes de que los 4tomos se vuelvan neutrales
(para una explicacién bésica ver el articulo de divulgacién de|[Hu y White, 2004).

Antes del tiempo de recombinacién, las especies de elementos se podian clasificar en dos grupos:
un plasma formado por materia bariénica (protones y electrones) y los fotones fuertemente aco-
plados de tal manera que se pueden considerar un fluido perfecto; y materia oscura la cual es la
especie dominante en cuanto a su densidad de energia y genera el potencial gravitatorio en el cual
estd inmerso el plasma de bariones y fotones. La materia oscura a través del potencial gravitacio-
nal induce oscilaciones en el fluido bariénico-foténico, y por su parte, la presién de la radiaciéon
acttia como fuerza restauradora. El papel de los bariones es la de aportar una pequefia cantidad
de inercia.

Al terminar la recombinacién, la radiacién (fotones) se desacoplan de la materia y viajan libre-
mente hacia nosotros. Las fases de las oscilaciones se “congelan” (i.e. , no evolucionan mas) y se
proyectan en el CMB como una serie de picos arménicos. El pico méximo es el modo que alcanzé
a recorrer un cuarto del periodo, alcanzando una maxima compresién. Los picos pares correspon-
den a densidades por abajo de la media y son regularmente menores que los picos impares ya que
en el “rebote” (restauracién) deben de sobreponerse también a la inercia de los bariones. Los valles
no alcanzan hasta cero debido al efecto Doppler.

Amortiguamiento, (I 2 1000). La recombinacién no es un proceso instantdneo. Su duracién se
ve reflejada en el hecho que la LSS no es una superficie, si no que posee un espesor. Las escalas
menores que este espesor se ven amortiguadas. Este efecto,conocido como Efecto Silk, virtualmente
corta el espectro de potencias en [ ~ 2000. El efecto Silk se puede entender como un efecto de
difusién entre los bariones y fotones del fluido. Otro efecto importante a estas escalas es el lente
gravitacional, pero este efecto se debe a estructuras cercanas a nosotros (galaxias, clusters, etc.),

por lo cual se le clasifica como efecto no primordial o secundario.

Resultados del estudio del CMB.

A la fecha, luego del experimento WMAP (ver figuras2.2]y[2.3) y en espera del lanzamiento del
satélite PLANCK!!, el estudio del CMB ha dado los siguientes resultados [191]:

11Pégina web:http://www.rssd.esa.int/index.php?project=Planck
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I WMAP 5-year
200 TRK) +200

Figura 2.2: Mapa (WMAP arfio 5)de fluctuaciones de la temperatura (g) luego de reducir el ruido y eliminar

obs
el dipolo. Los puntos amarillos y rojos son mds calientes que el promedio, los azules mds frios que el promedio. Figura

tomada de 2009|[143].

» El universo pasé por una etapa de recombinacién (cf.[1.3.1) en z ~ 1100 y empez6 a re-
ionizarse en z ~ 10

» La geometria del universo es muy cercana a la plana, 0,98 < Q) < 1,08

= Materia oscura y Energfa oscura son requeridas para explicar la geometria plana, la estruc-
tura del espectro de potencias del CMB (profundidad de los picos etc.) y la formacién de

estructura.

» La inestabilidad gravitacional es suficiente para hacer crecer las fluctuaciones hasta las es-
tructuras a gran escala observadas en la actualidad.

» Las perturbaciones iniciales fueron adiabdticas y con caracteristicas de campos aleatorios
gaussianos.

2.3 Formacioén de estructura

Un universo perfectamente homogéneo e isotrépico, permanecerd homogéneo e isotrépico cuan-
do es evolucionado con las Ecuaciones de Campo de Einstein (ECE) ya que su dinamica preserva

estas simetrias. Para producir desviaciones de la homogeneidad perfecta es necesario suponer en
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Figura 2.3: Espectro de potencias de las anisotropias del CMB, tomadas por WMAP aio 5. Figura tomada de

oiros 2009 7381

el marco del modelo estandar de la cosmologia la existencia de pequefias inhomogeneidades de la
densidad de energia en el universo temprano. El estudio de la formacion de estructura se encarga de
estudiar la generacién y la evolucion de estas inhomogeneidades. La comprensién actual es que
las fluctuaciones primordiales se amplificaron debido a su inestabilidad gravitacional y formaron
la estructura a gran escala que observamos en el presente. El problema de la formacién de estruc-
tura se puede dividir en dos partes: (a) la generacion de las inhomogeneidades primordiales, y (b) el
crecimiento debido a la evolucién de esas inhomogeneidades en la estructura que observamos.

Esta segunda parte de la formacién de estructura debe de especificar la evolucién o amplificaciéon

del contraste de densidad o densidad relativa § = px) —p desde una amplitud 6 ~ 1072 en el

LSS (z ~ 1100) hasta un contraste de densidad del orden de § ~ 102 para galaxias en z << 1, esto
es un requerimiento necesario para una teoria consistente de formacion de estructura [152]. Mas
adelante, en la describiremos cémo pueden obtenerse estas inhomogeneidades primordiales,
pero por ahora nos concentraremos tinicamente en su evolucién una vez que aparecieron.

Mientras las perturbaciones permanezcan pequefias es posible usar teoria lineal de perturbacio-
nes en Relatividad General, desarrollada a detalle en el apéndice|Al La teorfa de perturbaciones
en Relatividad General presenta problemas de eleccién de norma que dificultan la interpretacién
fisica de las perturbaciones, es decir, es dificil saber si las perturbaciones en la métrica o en el
campo de densidad de energifa son fisicos o aparecen por la eleccién de coordenadas en las cuales
se estd calculando. Debido a este problema es preferible expresar todas las ecuaciones de manera
invariante ante transformaciones de norma , aunque existe la posibilidad de elegir una norma en

la cual se garantice la interpretacion fisica de todas las variables y no contenga elementos espurios
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coordenados!?. En esta seccién no se discutiran los detalles y sutilezas del método perturbativo en
Relatividad y se remitird al lector interesado al apéndice|A|o al articulo [43].

La idea bésica de la teoria lineal de perturbaciones es sencilla: perturbaremos la métrica g,;, —
Sab + 08ap, y €l tensor de energia-momento T,, — Ty, + 6T,;. Sustituyendo estas perturbaciones en
las ECE, se obtienen ecuaciones perturbadas de la forma L[g,,]0g,, = 6T, donde L es un operador
diferencial de segundo orden que depende de la métrica de fondo g,;. En el caso particular de
los universos FL espacialmente planos (K = 0) es preferible descomponer las perturbaciones en
modos de Fourier,

L(a(t),k)oga(t, k) = 0T, (¢, k). (2.17)

Como se mostrard mas adelante, el comportamiento de cada uno de los modos depende del valor
relativo de A(t) comparado con dy(t). Cuando A(t) = dg(t), se dice que el modo estd entrando
al radio de Hubble. Las longitudes de onda pueden entrar al radio de Hubble cuando el universo
estd dominado por radiacion o por materia. Definiendo a A, a la longitud que entra al radio de
Hubble cuando las densidades de materia y radiacién son iguales (t = t;), tenemos que si A > A
entonces el modo entra en la fase dominada por materia, y en caso contrario (A < A¢) el modo

entra en la época dominada por radiacién.

Para describir la formacion de estructura en el universo, es necesario encontrar como evolucio-
nan las perturbaciones de las tres especies de materia que conforman al universo!®: bariones (o),
materia oscura (ppys) y radiacién (pr). Para fines de cdlculo, se supondréd que la materia oscu-
ra estd conformada por particulas de masa mpys, la materia oscura se desacopla del plasma a
la temperatura T = T%,, v sus particulas se vuelven no-relativistas después del tiempo %, ,,
T(tHm) = Thy =~ mpum.- Los modelos actuales de materia oscura (cf. [8]) apuntan a que Ty, > Teq,
i.e. {1 < teg- Por su parte los bariones permanecen acoplados con la materia hasta ¢, (ver[L.3.1).
Es convencional en la literatura introducir la velocidad de sonido de la especie X (bariones, DM,
radiacion) mediante C%X = (px/px)-

Procederemos a elaborar formalmente lo dicho en los parrafos anteriores sin llegar a las profundi-
dades que se presentan en el apéndice El punto de partida es la métrica perturbada de RW a

primer orden,

ds® = (v + 08| dxtdx” = a*(17) {—dﬂz + 'y,-]-(x)dxidxj + hw(x,ry)dx”dx"} (2.18)

donde las perturbaciones de la métrica estan dadas por hy, = 6gu /a2, 7ij es la 3-métrica de
las hipersuperficies espaciales que folian el espacio-tiempo de fondo Z; (el espacio-tiempo sin
perturbar, i.e. el descrito por la métrica de RW) y x representa a las tres componentes espaciales:

xl

12Un ejemplo de una norma con problemas de grados de libertad no fisicos de este tipo es la norma sincrénica (cf. pag.
1170) que lamentablemente fue la mas usada al principio del desarrollo de la teoria de perturbaciones cosmolégica. Por otro
lado un ejemplo de eleccién de norma sin estos problemas es la norma de Poisson (cf. pag.

13 A esta época la densidad de energia de la DE es despreciable comparada con la de las demads especies, es por eso que
es ignorada en lo que sigue.
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Las perturbaciones a primer orden /,, se pueden separar de una manera 3 + 1 como sigue:
hoo = =2¢, hoi = hig = w;,  hij = 2($yi+ Syj), conyS;; = 0. (2.19)

donde 7'/ es la matriz inversa de 7ij y Sij no tiene traza ya que fue puesta en ¢. En las hipersu-
perficies espaciales, usamos a 1;; 0 y"/ para bajar y subir indices espaciales. Ademads, las derivadas
espaciales se especificardn usando el operador de derivada covariante 3-dimensional V; definido
respecto a 7;;. En este trabajo de tesis tratamos con espacios-tiempos de RW que son espacialemen-
te planos por lo que en el sistema de coordenadas elegido en el capitulo'yi]- =6;5yVi=9/ ox'.

Se puede demostrar (cf. apéndicey [201]) que los componentes de hy,, se pueden descompo-
ner en este caso en partes que transformen ante rotaciones en las hipersuperficies espaciales como
escalares, vectoriales y tensoriales. Ademas esta divisién en el caso cosmolégico a primer orden
evolucionan de manera independiente. Este procedimiento empieza con descomposicién de cual-

quier vector en sus partes longitudinales y transversales:

w; = wl” + wf = 8iw” + wil, donde Vxwl=vV.wt=o. (2.20)

Esta descomposicién vectorial estd basada en el teorema de Helmholtz!'* [198]. Los nombres de
longitudinal y transversal para la descomposicién del vector w provienen de como es el vector w
es paralelo o perpendicular respectivamente, respecto al vector de onda k de la transformacién de
Fourier. Existe una descomposicién similar para un tensor de dos indices:
_ <l L TT
donde 1
2 1 1
s”] - (51-5]» -3V ) Ps, Sy =S+ +9;St, (2.22)

y cumplen con 6795} = 0, 5”‘8;(5? =0yl S5;T = 0. Luego de estas descomposiciones'?, pode-
mos clasificar las variables de la perturbacién lineal como sigue: SEJTT = hgT es la parte tensorial (o
modo tensorial) de la perturbacién. La parte tensorial tiene dos grados de libertad y fisicamente
representa a las ondas gravitacionales. Los modos vectoriales son wi- y S# poseen cada uno dos
grados de libertad y representan los efectos gravito-magnéticos. Finalmente los modos escalares
corresponden fisicamente a los efectos Newtonianos gravitacionales modificados relativisticamen-
te. Estén representados por cuatro variables ¢, ¢, w! y ¢s. En total tenemos 10 grados de libertad
(2 tensoriales + 4 vectoriales + 4 escalares), de los cuales cuatro pueden ser eliminados fijando una
norma, i.e. fijando un sistema de coordenadas.

14E] teorema de Helmholtz establece que cualquier campo vectorial suave en tres dimensiones se puede expresar como
la suma de dos campos vectoriales: uno longitudinal (libre de rotacién o irrotacional) y otro transverso (libre de divergencia
o solenoidal). Como corolario se ve que el campo vectorial puede ser generado por un par de potenciales: un potencial
escalar y uno vectorial.

15La nomenclatura expresada en términos de /1), es estindar en la presentacién de teorfa lineal de Relatividad General
en libros de texto [215] y es la usada por [140], pero lamentablemente no es estdndar en la comunidad cosmolégica. En
[138], la signatura de la métrica es la usada por la comunidad de fisica de particulas y ademads los simbolos para identificar
las perturbaciones estdn cambiados. En otras referencias [112}[128} 185} 200} 201] a las perturbaciones escalares las llaman
A, B,C,D(0E) que corresponderian (salvo signos) a {¢, wll, P, s }, se le recomienda al lector ser cuidadoso en este enredo
al consultar diversa bibliografia.
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En este trabajo de tesis se elegira la norma Newtoniana Conforme'®, en la cual sélo se toman en
cuenta las perturbaciones escalares de la métrica y se hacen cero ¢s y wl. Esta eleccion de norma

es un caso especial de la norma de Poisson definida por ol djw; = ol 9kSij = 0 (cf. @)

En la norma Newtoniana Conforme, la métrica tiene la forma,

ds? = a*(i) [—(1 +2¢)dn? + (1+ 2¢)5ijdxfdxf] . (2.23)

Esta norma tiene como principales ventajas que las expresiones obtenidas de las ECE se pueden
interpretar fisicamente de manera relativamente directa y que sus variables coinciden con las in-
variantes de norma (cf. apéndice [A]para ver mas a fondo esta cuestion).

Ahora sustituiremos la métrica (2.23) en las ECE (1.35) (haciendo K = 0) y en (A.30) e identificare-
mos los 6rdenes cero y lineal. Asi, los componentes del tensor de Einstein a orden cero son

3 2 i 1 ] / 2
Gyl = =53, Gl = -0 (29¢ +9¢), (2.24)

mientras que las componentes del tensor de Einstein a primer orden son

3G, = a% {3300, — 2y + 3339}, (2.25a)
3G = — 20 (ayp + 9¢9) (2.25b)
6Gy " = %ai {0y + 3o}, (2.25¢)
6G;1 = %2 [aiaf (p—¢) + {(—A + 207 + 439, ) + (239, + 49, H + 29 + A)¢} 51»1'] .
(2.25d)

Para modelar la materia se supondra que la DM y la radiacién pueden ser tratados como un fluido
perfecto. Por lo que se usard el tensor de energia-momento T, dado por la ecuacion (1.24)

Tap = (0 + p)uatiy + PSap, [T.24]

expandiendo T, ” a primer orden obtenemos

To" = —p(xn) = =lp(n) +Sp(x 1)), (2.26a)
T, = [p(n) +p(n)] vi(xn) = [p(n) +p(n)] ViW, (2:26b)
T;' = [p(n) +op(x, 1))}, (2:26¢)

16La norma newtoniana conforme es la norma usada en los trabajos [22} 52} 112} [128] [135} [155] [185],para comparaciones
con otras normas ver [121}[138]]. Referencias usadas en esta tesis que no usan esta norma:[152} 153} [163])
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donde p, p son la densidad de energia y la presion en el espacio-tiempo de fondo con métrica
de RW, v; = 5i]-dxi /dn es la 3-velocidad del fluido (que se supone es no-relativista). En este con-
junto de ecuaciones hemos hecho dos aproximaciones, la primera aproximacién es que el
campo de 3-velocidad de la materia es irrotacional v = VW, i.e. W es el potencial de la veloci-
dad; la segunda aproximacion es que la presion anisotrdpica 71; ! (la parte no-diagonal de T, ) es
despreciable comparada con la presién p. Estas aproximaciones son vélidas antes de la época de

formacién de galaxias.

Igualando orden a orden las perturbaciones de la métrica (2.25) con las perturbaciones del ten-

sor de energia-momento (2.26) y haciendo una pequefia manipulacién algebraica, se obtienen las

ecuacion de Einstein en esta norma?’,

V2 = 4rGa* [6p + 3K (p + P)W], (2.27a)
oy + Hyp = 4nGa*(p + P)W, (2.27Db)

924 + 33, P — (SHGazﬁ) p = 47 Ga2op, (2.27¢)
p—¢p=0. (2.27d)

Las ecuaciones de movimiento del fluido perfecto [112}200] se pueden obtener de la ecuacién de
conservacion li en la métrica lb son, la ecuacién de continuidad (u* VVT;j =0),

5/ + 33 (6p+0p) + (p+ p) (3¢ + VW) =0, (2.28)

y la ecuaci6n de Euler (obtenida de la proyeccion espacial de V, T, = 0):

op
w’ 1-3c2) KW —— =0, 2.29
+( cs) +¢+ﬁ+ﬁ ( )
ﬁ/
/

donde c2 = = es la velocidad del sonido.

Hasta este momento, las ecuaciones (2.26} [2.27, 2.28| y 2.29) son las ecuaciones de dictan la evo-
lucién de las perturbaciones y pueden aplicarse en cualquier época cosmoldgica en las que sea

valido aproximar a la materia como un fluido.

Aproximacion de dos fluidos. ~ Podemos especializar estas ecuaciones al periodo que va desde el
fin de inflacién hasta la recombinacién. Supondremos que podemos describir los componentes del
universo por dos fluidos perfectos: Materia Oscura (DM) y radiacién'®. La densidad de energia en
este periodo es dp(x, %) = ppmOpM (X, ) + Praddrad (X, 17), €n esta tltima expresion hemos quitado

17Y bajo la transformacion ¢ — ¥, ¢ — @ las ECE invariantes de norma. Se puede consultar el apéndice[A] para el
célculo invariante de norma, y haciendo la transformacién inversa a la recién mencionada se obtienen estas ecuaciones.

18Radiacién incluye a fotones, electrones y bariones, ya que todos ellos son particulas ultra-relativistas en esta época y
estdn acopladas mediante dispersiones de Thomson
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las barras a las cantidades de fondo (p — p) y definimos los contrastes de densidad § = Jp/p.
La presién total es p(x,77) = 30,44(a) (1 + 6,44). Suponiendo que las ecuaciones de dindmica de
fluidos (2.29), (2.28) son vélidas para cada especie, tenemos

S+ V2 Wppm +3¢ =0, Why +HWpy + ¢ =0, (2.30a)

rad

3 1
1‘5’ +V2Wya +3¢' =0, W/, + Orai + 9 =0. (2.30b)

Necesitamos elegir una ECE para completar el sistema de ecuaciones ya que tenemos 5 incégnitas
(0rad, OpM, Wrad, WpM ¥ ¥) ¥ cuatro ecuaciones , por conveniencia, elegiremos a la ecuacién
para cerrar el sistema. El sistema de ecuaciones se puede resolver de manera mds facil
transformandolas al espacio de Fourier!?, quedando

Shm — K*Wpam 439" =0, Wphy +HWpy + 9 =0, (2.31a)

3 ! 2 / ! 1
10at = Weag +39" =0, Wi+ 10raa+9 =0, (2.31b)
— K2y = 47tGa* [6p + 3H (o + p)W]. (2.31¢)

Noétese que el vector de onda k es comévil, y por lo tanto la longitud de onda fisica es 27ta/k, con
k| = k.

Resulta conveniente para los célculos de formacién de estructura usar la variable y = a/ae; co-
mo variable temporal en lugar del tiempo. La solucién a la ecuacién de Friedmann para
dos componentes (radiacién y DM) se puede expresar en términos de la nueva variable y de la
siguiente manera [[155]]:

2 1/2

_PpM _ a4 _ 1 Ul _ [ G ) 1 19

= = — =1+ (==), = — H; = Mpc 2.32
Y Orad Aeqg  Meq <277e> Teq (QDM 0 Qpmh? P ( )

La variable 7., define también al vector de onda k; = ng’ql. Usando las nuevas variables, manipu-
lamos las ecuaciones (2.27b), (2.27a), (2.31) y (2.31c) para eliminar las variables de velocidad (Wpy,
W,,44) y obtener tres ecuaciones de evolucion [155] para las tres incégnitas restantes (¢, pm, Srad),

O L P W 1
1 2+3y / o " 3(2+3y) /,ﬁ
(14+y)opm + oy Spm =3(1+y)y" + Ty ¥ e W, (2.33b)
1! 1 1! 1 kz /i ’ 4 k2
(L +¥)01a0 + 5004 + 3 750ma = 41+ Y)Y +2¢" — 2 59, (2.33¢)
2 3 k2 3 k2

en estas ecuaciones {}' = d/dy. Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario especificar as

19Esto se puede hacer en el universo que estamos estudiando ya que las hipersuperficies que folian el mismo, son planas.
Si este no fuera el caso, esta transformacién atn podria hacerse pero s6lo tendria una validez local.
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condiciones iniciales, las cuales se suponen dadas?” al principio de la fase dominada por radiacién
y para los modos que son mds grandes que el radio de Hubble, i.e. y < 1, k — 0. En este limite las

ecuaciones (2.33) son
1 1/ ! /1 3 / 1/ 1
]/IP +ip~ Orad; (SDM + g‘SDM = 34’ + ];lzb ;0 rad + 2 md = 4110 + le (2.34)

El mecanismo que genera las perturbaciones iniciales con un valor ¢(y;,!) = ;(k). La primera
ecuacion da 6,44 (yi, k) = —2¢; cuando y; — 0. Si restamos las ecuaciones para el contraste de
densidad 1} vemos que en este limite (k — 0) se conserva la adiabaticidad??, (3,,4 — dpm)’ =

K?2((4/3)Wyaq — Wpa), por lo que par (v, k) = (3/4)3r4q = (3/2)1;. La ecuacién (2.33a) determina
y dados (;, opm, 0y44)- Finalmente, usando las otras dos ecuaciones de tenemos 0}, (i, k) =
3¢/, 0., (yi, k) = 49’ y obtenemos el conjunto total de condiciones iniciales (ver tabla .

Tabla 2.1: Condiciones iniciales para la época dominada por radiacion.
Se supone que el mecanismo generador de las perturbaciones iniciales
asigna al potencial gravitacional ¥ el valor ;(y;, k), cuando y; — 0.

! !
l[) 5rud rad éD M DM

pi(k) | —=29(yi, k) | 39 (yi, k) | 39(yi k) | 49/ (yi k)

El conjunto de ecuaciones (2.33a)) puede ser integrado facilmente de manera numérica (cf. [52)
155]]), pero existen limites de interés que son de utilidad para resolver al sistema de ecuaciones de

manera analitica. Estos limites y sus soluciones se muestran en la tabla

2.3.1 Representaciones alternativas de las ecuaciones de evolucién de las perturbaciones

La representacién de las ECE y las ecuaciones dindmicas del fluido no es tnica. Existen
otras maneras de expresar la evolucién de las perturbaciones de materia del universo [por ejem-
plo ver 22| 56| 57, 138]]. Cada representacién tiene sus ventajas y desventajas. En lo que sigue
mencionaremos tres opciones que serdn de utilidad cuando tratemos con el caso inflacionario y

los mecanismos que dan origen a las fluctuaciones primordiales.

Ecuacién maestra para 1. En el caso més general, la presiéon depende de la energia y de la en-
tropia por barién S, i.e., p = p(p, S). Cuando el fondo se expande de manera reversible (i.e. los
procesos de aniquilaciéon/creacién de las especies de materia estdn balanceados) S es constante. Si
el espacio tiempo tiene una expansion adiabética, p = p(p) = w(p)p. La perturbacién de presion

20El mecanismo generador de estas fluctuaciones primordiales se discutird en § .y @
21Cf. definicién en el pie de la pagma
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Tabla 2.2: Soluciones analiticas en ciertos limites de interés del sistema de ecuaciones [2.33). Las iniciales MD
y RD significan “época dominada por materia” y “época dominada por radiacion” respectivamente. Los limites
se pueden entender como sigue: y = a/aq funciona como una variable temporal, entonces y < 1 representa
tiempos muy tempranos (dentro de RD) y y >> 1 tiempos tardios (dentro de MD). La variable | estd definida por
12 = k2 /(3k2), por lo que el limite ly durante radiacion marca el tiempo en el que entra la perturbacion al radio
de Hubble, ly >> 1 representa un tiempo posterior a la entrada de la perturbacion al radio de Hubble. Finalmente
ky, debido a que dy = (a’/a)~! o 1 es simplemente el radio entre el radio de Hubble dy y el tamaiio de la

perturbacion A, dg / A, entonces el limite A > dy se puede escribir como ki < 1y A < dp como ki > 1.

Aproximacion
Soluciones
Tamario perturbaciéon | Condiciones Extras
exacta 1/J:lpim%[16\/1+y+9y3+2y2—8y—16]
A> dHO 4
Orad = 47~P - 64}1'
y>1 Y= i
exacta Y= 1/Jiﬁ[sen(ly) — ly cos(ly)]
RD*“* | Iy>1 | = —3y,(ly)2cos(ly) , bt = 6y cos(ly)
ALdy y<<l1 opm = C1+Cylny
MD' P = P = constante, JSpy = —2Pe0 —
(2k*/3kZ ) ooy ~y ~ a

° En este limite la adiabaticidad de la perturbacion es respetada, entonces 8,,5 ~ (4/3)dpm-

*Si la perturbacién entra al radio de Hubble cuando se estd en RD, no es posible despreciar los términos de
presion.

*Como dpym no es la especie dominante, el procedimiento estdndar de resolucién es resolver el sistema 6,,; — ¢ y
luego usar esas soluciones para determinar dpy.

* En MD se puede despreciar la dindmica de la radiacién.

es 0p = c20p + 16S, donde ¢ = (gg) es la velocidad isentrépica de sonidoy T = (g’;) .
S

>

Para un fondo que se expande adibaticamente ¢? = = Usando las definiciones recién dadas y
o'
combinando las ecuaciones (2.27a)), (2.27d) obtenemos la ecuacién conocida como ecuacién maestra:

W+ 3K (1 + ) — V2 + [2}(’ +(+ 3c§)f}c2] p= gazr(SS. (2.35)

La ecuacién maestra es la ecuacién de movimiento para el potencial métrico en el caso de un
universo lleno de un fluido perfecto. Es valida para cualquier época, excepto para el caso muy

especial de de Sitter exacto, ya que ¢ = 0. Esta ecuacién se puede resolver facilmente en dos
limites de interés:

» Escalas mayores que el horizonte de sonido, (k¢ < ). Para el limite cuando kc? < K, la
ecuacién maestra puede ser integrada de manera explicita:

2 [o )

70

j_cZ
) +8], (2.36)



FORMACION DE ESTRUCTURA

donde a y 8 son constantes de integracién. En este mismo limite si a o t”, se obtiene

o

gL 2.37
P + Bp (2.37)

Esta solucién muestra que existen dos modos uno creciente y uno decreciente en las per-
turbaciones del potencial gravitatorio. Podemos relacionar a i en dos etapas cosmoldgicas
diferentes con a1 « tF1 y ap  tP2 mediante

_pat1
p1+1

(17} P1. (2.38)

» Una sola especie de materia. Para el caso en el que exista un solo tipo de materia®? en el universo
(0 una especie de materia sea la dominante) con ecuacién de estado p = (7 — 1)p, la ecuacion
maestra (2.35) se reduce a

" 6y 4’/ 2.
P +m7*(7*1)v 1,0—0, (2.39)

cuya solucién exacta en términos de funciones de Bessel.

_ Q)] (Vwky) + C(K)Yy p(Vwky) - 2437

= . 2.4
lP(’?) 171//2 ’ 3y —2 (2.40)
Ecuacion del tipo oscilador arménico de masa variable. Es posible reescribir la ecuacién maestra
(2.35) como una ecuacién de oscilador armoénico con masa variable,
9//
u' — 2V — (9> u=N, (2.41)
mediante el siguiente cambio de variables:
1 0 1/2
¢ =4nG(p+p)%u, 6= . (P‘FP) , N=a*/p+poss (2.42)

Las soluciones a esta ecuacién se pueden encontrar en sus limites asintdticos como en la ecuaciéon
maestra y al igual que esta, si s6lo hay una especie, tiene una solucién exacta en términos de

funciones de Bessel.

Como se verd en esta ecuacién nos permite estudiar la evolucién de las perturbaciones esca-
lares de la métrica desde su generacién en inflacién hasta su observacién en el CMB en la actuali-
dad?.

22En este caso 6S = 0y ¢ = w = constante. Por ejemplo, para radiacién w = ¢2 = 3 Y para materia no-relativista
“polvo” w = c2 = 0.

23 Aunque posiblemente exista un problema durante el recalentamiento. El potencial ¢ puede oscilar durante la etapa de
recalentamiento y se podria dar el caso que tuviera ceros que hicieran singular a la ecuacién (2.35) (esto se ve claramente
cuando especializamos la ecuacién maestra para inflacion cf. ecuacién (2.64)). En este trabajo de tesis se supondré que la
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Ecuacion de conservacién para modos que estdn fuera del radio de Hubble. ~ Podemos definir la variable
¢ como
2 d 2H Y +y
=_—— =_—— T 4. 2.43
3yaa W Y= 4y 43)

Es facil comprobar que ¢ es la primera integral de (i.e. ¢ = 0) para modos fuera del radio
de Hubble k < H si se cumple que (a) la geometria espacial es plana K = 0, (b) la perturbacién es
adiabatica (6S = 0) y (c) s6lo se toma en cuenta la solucién creciente (i.e. donde c2V2¢ es desprecia-
ble) [130]. Esta variable fue introducida en por D. Lyth en 1985 [119] y tiene una interpretacién en
la norma comdvil : es la perturbacién de la curvatura intrinseca [cf.[115] para mds interpretaciones

de esta variable.]

También es posible relacionar a la variable ¢ con u bajo las condiciones (a), (b) y (c) dadas arriba:

& =62 (%)' (2.44)
La importancia de la cantidad ¢ se debe a de que es una cantidad puramente geométrica, i.e. , el
hecho de que sea una integral de movimiento (bajo las condiciones expresadas dos parrafos arriba)
es valida para cualquier tipo de materia y por lo tanto ¢ sirve para seguir el comportamiento de
las perturbaciones de la densidad de la materia.

Las variables u y ¢ expresadas en el periodo inflacionario seran de mucha ayuda para resolver el
problema del origen de las condiciones iniciales de las perturbaciones de densidad de la energia

en la explicacién estandar.

2.4 Perturbaciones Primordiales

El mecanismo 2* propuesto para generar las perturbaciones primordiales se encuentra en el para-
digma inflacionario. En el contexto inflacionario la tarea de describir la creacién de estas fluctua-
ciones o inhomogeneidades se divide en dos partes: (a) Las perturbaciones primordiales (que son
clasicas) surgen de las fluctuaciones cudnticas del inflatén ¢ cuando el modo k en cuestiéon “sale” del
radio de Hubble durante el periodo inflacionario. Esta suposicién es problematica a nivel concep-
tual y se analiza dentro del paradigma inflacionario en Debido a que la explicacién estandar
no es satisfactoria se presenta la critica y una hipétesis alternativa al origen de las perturbaciones
en §2.7] El desarrollo de esa hipotesis es el tema central de esta tesis. (b) Suponiendo la existencia
de las perturbaciones clasicas del campo del inflatén se encuentran sus ecuaciones dindmicas y se

ecuacion maestra no tiene estos puntos singulares.

240tro mecanismo propuesto para generar las perturbaciones primordiales es el de defectos topoldgicos [ver [157, [163)
para exposisiones elementales] y [29][75, [123) 211] para revisiones mds actuales y/o completas]. Las predicciones de este
mecanismo en cuanto a la formacién de la estructura son distinguibles observacionalmente de la propuesta por inflacién.
Las perturbaciones generadas por los defectos topoldgicos son del tipo llamado isocurvatura, mientras las generadas por el
paradigma inflacionario son de tipo adiabdtico. Uno de los test observacionales mdas importantes para distinguirlos se basa
en la posicién del primer pico del espectro de potencias del CMB. El que este posicionado en el multipolo [ ~ 220 indica
que las perturbaciones primordiales son —por lo menos la componente dominante es— adiabéticas. Esta evidencia reciente
apunta en contra de que el mecanismo de generacién de perturbaciones sean los defectos topolégicos [55]
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evolucionan hasta convertirse en la perturbacion inicial gravitacional ¢;(k) = ¢(y;, k) de pag.
La evolucién de las perturbaciones primordiales clasicas se desarrolla de manera casi idéntica

alailustrada en y se expondré a continuacion.

Aunque ya se hizo hincapié en el capitulo|l} es importante recordarlo: tenemos evidencia y por
lo tanto confianza en que nuestra imagen de la historia del universo es correcta para T < 1 MeV,
pero tener esta confianza donde la evidencia o el conocimiento teérico es mas problemdtico y/o
dudoso puede no estar justificado. Por lo tanto, suponer que las perturbaciones primordiales se
originaron en la época inflacionaria, presupone de una manera técita que entendemos la evoluciéon
del universo entre H;, s ~ 1072 Mpjaner =~ 1012 GeV YV Hyucleosintesis = 10731 GeV (esta ultima cifra
es aproximadamente la escala del pardmetro de Hubble y es obtenido con la ecuacién (1.72)). Es

importante tener en cuenta esta advertencia siempre.

Las anisotropias del CMB en [ pequefios (I < 100) son reflejo de las perturbaciones primordiales,
y como vimos la estas escalas estdin dominadas por el efecto Sachs-Wolfe, el cual tiene una ex-
presion sencilla dada por la ecuacion (2.16). Es importante deducir una expresion que nos permita
comparar las predicciones teéricas de los modelos que dan cuenta del origen de las perturbaciones
primordiales y las anisotropias del CMB. Sustituyendo la ecuacién en (2.7) llegamos a

i = Gt | 6T gt (2.45)

donde hay que recordar que 1 es la perturbacién gravitatoria al momento del desacople de los fotones,
momento que estd dentro de la época cosmolégica dominada por la densidad de energfa de la
materia no-relativista. Usando junto con (2.45) podemos calcular el espectro de potencias
angular C;

alma;im,: i)' [ @k [, & Y,/m/(k’)]l(ka)jl'(kTRD)¢(k)1p(k’). (2.46)

Si ip(k) son las componentes de Fourier de un campo aleatorio gaussiano e isotrépico,

2772 K3

p)P(K) = 5 Pyp(k)sD (k= K'),  Py(k) = 55 p(k)?, (247)

donde se ha introducido el espectro de potencias de las perturbaciones gravitatorias Py. Haciendo
la sustitucién de (2.47) en (2.46) y usando una vez mas la ortogonalidad de los armoénicos esféricos

tenemos
o dk ,

90k]1

Es importante notar que este espectro de potencias es el de las perturbaciones gravitatorias durante

C = (kRp) Py (k). (2.48)

la época del desacople. Afortunadamente, como se vera en la siguiente seccién para ! pequefios la
relacién entre las perturbaciones primordiales del inflatén y las perturbaciones durante la materia
tienen una expresion sencilla si se utiliza la cantidad ¢ (pag.[72) la cual es constante fuera del radio

de Hubble (i.e. , para modos con una longitud de onda mayor que el radio de Hubble).

Las observaciones llevadas a cabo por los experimentos que estudian el CMB (e.g. WMAP) han
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supuesto que las fluctuaciones a | pequerios tienen una dependencia como ley de potencias carac-

terizada por un tinico indice espectral n

k n—1
Py=A (k> , (2.49)
P

donde k), es una escala de pivote tipica introducida convencionalmente (para el WMAP se esco-
gi6 k, = 0,05 Mpc~1). Sustituyendo las funciones esféricas de Bessel por i e introduciendo la
variable x = kRp se obtiene,

27T2 B ) B
€= 25~ A- (kyRp) ™ [ dza" T2, (@), (2.50)

la cual se puede resolver para —3 < n < 3, obteniendo

7.[2
Cr = 3. AZ(nl), (2.51)

donde,
rE-mr(1+4-14)
E()rEei-g)

Las observaciones indican que para / pequeiias el espectro de potencias angular es aproximada-

Z(n,1) = (kyRp)1-")2" (2.52)

mente el espectro de Harrison-Zel’dovich, i.e., n ~ 1, en este caso

(1+1) . A
—C =75 (2.53)

con A ~ 9 x 10710 segtin las observaciones del WMAP.

Aunque los célculos en esta seccién son validos para I < 100, lo cual implica que estamos igno-
rando todos los efectos de la fisica de plasmas (oscilaciones actsticas, amortiguamiento, etc. , cf.
§2.2.2), en este trabajo de tesis se considerara que este es el espectro de potencias con el cual hay
que comparar las predicciones tedricas, ya que es el que refleja las perturbaciones primordiales sin

“contaminacion” de otros efectos fisicos.

2.5 Evolucion cldsica de las perturbaciones primordiales

Para escribir las ECE debemos complementar a las expresiones a orden cero y orden lineal de las
componentes del tensor de Einstein (2.25) con sus homologos en el tensor de energia-momento del

campo escalar.

En la métrica (2.23) las componentes del tensor de energia-momento del inflatén a orden cero son

!/

1,0 =~ (@ +V9)), T = (G- Vie)) o 254
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las ECE del sistema Einstein-Inflatén a orden cero son las encontradas en el capitulo

81 G 81 G 1,
2 20 2 2
K== Zalp =~ <2a2(q)) +V(q0)>, [T.116a]
2H + H2 = —8nGa?p = —8nGa? (222 (¢)?— V((p)> , [L.116D]

ademads la suma de estas dos ecuaciones da
H2 — H = 4nGa?(p + p) = 41G(9 )?, [[.116d

ecuacion que serd ser de utilidad mds adelante.

También a orden cero obtenemos, usando la identidad de Bianchi (1.3)) aplicada al campo escalar,

la ecuacién de movimiento del inflaton,

9" +2Hg +a%0,V (p) = 0. [L1T6d]

El tensor de energia-momento del inflatén a primer orden es

1 av

5T, =~ (310009 — 90,977 + 25250 ) (2.552)
1
OT;" = —ﬁaié(paﬂq) (2.55b)
) 1 .

0T, = a—zaﬂq)aléfp (2.55¢)

. 1 . av
8571 = LTZ(S"] (aﬂ(sq)a,?q) — (9, 9)* — aqu)dfp> . (2.55d)

Entonces, las ECE del sistema Einstein-Inflatén a primer orden son
(=3H9,; + A)yp — 3H32p = 47 G (aﬂagoaﬂgo — (9, 9)* + azi,‘;&go) , (2.56)

aqaﬂp + Ho;p =4r Galéq)aqq} (2.57)

39 (1 — ¢) + {(—A +202 + 433, )y + (203, + 49, + 23 + A)¢>} 5./ =

81 Go;/ (8,7(5goa,]q) — (9, 9)> — 112[2‘(;54)) . (2.58)
Resolviendo la tiltima ecuacién con las condiciones apropiadas de frontera cuando i # j se obtiene

Y =9, (2.59)

obsérvese que este resultado es independiente de que la materia en el universo sea un campo

escalar, es un resultado que serd verdadero mientras no haya anisotropias en el fluido de la materia.
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Usando las ecuaciones de Einstein de fondo (1.116a)), (1.116b) y en especial (1.116c) llegamos a la

forma final de las ecuaciones de Einstein para esta etapa cosmoldgica:

(A =330, — H' —23*)p = 4nG (go’égo’ + a2?;)f54)> , (2.60a)
¢+ Hy = 4nGg'dg, (2.60b)
(07 + 339, + H' +23%)¢p = 411G (goléfp/ - az‘jl‘;a(p) : (2.60¢)

Es importante notar que sélo dos de estas ecuaciones son independientes. La ecuacién de evolu-

cién del campo escalar se obtiene sustituyendo (2.55) en las identidades de Bianchi,

59" +2H6¢ — V26 + a* 0,V (9)dp — 4y’ ¢’ +2a° 0,V (9) = 0. (2.61)

Tomando las ecuaciones (A.151) y (A.153) podemos eliminar el término potencial del campo esca-
lar
(05 + L)y =8 Gg'g, (2.62)

y usando (A.1I52) para eliminar §¢’ de esta ecuacion llegamos a
q)// q)//
(8%4—2({}(—(I),>8W—A+2<8,79-C—{I—C(Pl>)lp:0, (2.63)

ecuacién que es conocida como la ecuacion maestra para la perturbacion de la métrica. Nétese que
esta ecuacion se pudo haber obtenido sustituyendo los valores apropiados de p y p del campo
escalar, la velocidad del sonido c? y T3S para el inflatén 2. Este hecho es de suma importancia,
pues nos permite basarnos en la ecuacién para trazar la evolucién de las perturbaciones
(clasicas) del potencial gravitatorio en cualquier época.

Los dos términos de la ecuacién (2.63) se pueden interpretar directamente: el segundo término,
proporcional a ' se comporta parecido a un término de friccién y se le conoce como friccion de

Hubble; el tltimo término, proporcional a ¥ es el que genera la inestabilidad gravitacional.
Podemos expresar esta ecuacién en las variables u (2.42) y ¢ (2.43) definidas anteriormente en

Cuando la especie dominante es el inflatén las variables u, 6 son

N

con esta definicién se obtiene una ecuacién como la (2.41), pero especializada a inflaciéon

u

2 1/2
P a  2a°6 |3 0 1( p> 3K (2.64)

Y=oV T a\op) T Vikayr

n_ 2 _ 97” _
u Veu 0 u=0_0. (2.65)

/"

25 i inici ; 2 (P 200y 1 ' 29
Que se pueden calcular a partir de sus definiciones. Por ejemplo, ¢; = (?), entonces ¢ (@) = 3 1+ 3 )" De la

misma manera para 765, %azrés = (1—c2(¢)) V*y.
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No estamos interesados en este trabajo de tesis en el solucién exacta a esta ecuacién, por lo que
procederemos a calcularla en el limite asintético que nos interesa. Como primer paso transforma-

remos esta tltima ecuacién al espacio de Fourier,

1
ufl + KPuy — (99) u, =0, (2.66)

Las soluciones asintéticas de (2.66)) son las siguientes. Para perturbaciones que satisfacen k >
(0" /6) se obtiene
u o e, (2.67)

Las perturbaciones ¢ y é¢ en este limite presentan un comportamiento oscilatorio: i o ¢'x tér-
minos oscilatorios y d¢ o e términos oscilatorios [ecuaciones 6.54 y 6.55 de [138] pag. 243].

Notemos que debido a que ¢ « ¢’ ~ —(V,,/3xV1/2) para perturbaciones de longitud de onda
pequeia, el cambio en ¢ mientras se satisfaga este limite es despreciable, de hecho, para un po-
tencial V() = (1/2)m?¢?, ¢ « m es constante. Por su parte d¢ decrece como a~?, por lo que
retrocediendo en el tiempo vemos que habra un tiempo en el cual, para un ntimero de onda k su

amplitud serd tan grande que la teorfa de perturbaciones no serd vélida.

Para longitudes de onda largas k < 0" /6 se puede despreciar el segundo término de la ecuacién
(2.66) y obtener?® la solucién aproximada

" d
U~ o+ C29/ 9427 (2.68)

C; es la constante correspondiente al modo decreciente y C; es la constante asociada con el modo
creciente?’.

Usando las definiciones (2.64) y tomando en cuenta solo la solucién creciente tenemos que la ex-
presién para el potencial gravitatorio en este limite es

3 3 [ H !

La expresion (2.69) coincide con (2.36)) si o« = (3/2)C;. Si en una etapa cosmoldgica el factor de

escala a « |5|'*#, y es dominado por una especie con ecuacién de estado p = (v —1)p, v =
2 2
3 1__::? En esta época, el modo “creciente” de la perturbacién i (afuera del radio de Hubble) es
en realidad constante

3. 1+p 3 3y

Y5 g7 = 2% 13

(2.70)

26E] procedimiento de obtener la solucién para k2 < 0"/6es expandir la ecuacién en potencias de k2 [130]. Haciéndolo
se obtiene la expresién para u siguiente

1 1 71 1 71
u= cle‘/ = (1 iy / 62 / S + O(k4)) dn + Cof (1 ye / 62 / S + O(k4)) ,
tomando en cuenta sélo el orden significativo se reduce a la expresion (2.68).
%7Se puede entender la eleccién de estos nombres analizando el comportamiento de 6 en una época cosmoldgica con

una especie dominante: el término proporcional a C; decrece conforme el factor de escala a crece, mientras que el término
proporcional a C; crece conforme a 4.
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Entonces, podemos calcular el razén entre el valor de ¢;,s durante inflacién (;,5 ~ 2) en el mo-
mento que salié del radio de Hubble y el valor de ¢;;,: en el momento cuando entra al radio de
Hubble durante el periodo dominado por materia (Byar = 1),

1Pmat Ng 1
winf 5 'Yinf,

(2.71)

debido a que 7;,s =~ 0, las perturbaciones escalares gravitatorias son magnificadas por un enorme
factor entre estas dos épocas.

Usando la relacién entre ¢ y ¢ (2.43) y la constancia respecto al tiempo de i para modos con
longitudes de onda mayores que el radio de Hubble (2.71) podemos escribir

_ 3
C 243y

P & (2.72)

si ademas utilizamos (A.152)) tenemos que para modos que salieron del radio de Hubble durante

2+ 3;
47TG < ’me) (PI(S(P,/ (273)

inflacién

Cinf = 290 s

la cual se puede escribir, luego de usar las ecuaciones de movimiento de fondo (1.116), como

24 3%in )
Sinf = - H (gf). (2.74)

Con esta expresion y usando el hecho de & es constante en el tiempo (cf. pag.[72), podemos igualar
los valores de ¥, f cuando el modo con nimero de onda k sale del radio de Hubble en ﬂfal i4q CON
el valor de (;"fy cuando el modo entra al radio de Hubble en una época con una especia dominante
con ecuacién de estado p = (7 —1)p, i.e. éf.‘nf(nfalida) =28 (1 1rada) y Obtendremos

3 5

k Y %

ll] - . :}Ci ’
v 2+ 3’)/ [ (P/ :|

—qk
T=Msatida

(2.75)

donde el super-indice k indica que esta ecuacién es valida por modo k. En particular para el caso de
perturbaciones que entran al radio de Hubble en una época dominada por la densidad de materia
(Ymat = 1)
k 3
Yimar = gffin r (2.76)

por lo que sus espectros de potencia estardn relacionados mediante

9 9 [KH]? -
Pooa®) = 5P, 0 = 32 | 5| oo, @)

_k
1= satida

donde d¢(k)d¢(k’), es la cantidad a determinar por el modelo de origen de fluctuaciones primor-

diales (§2.6)y §2.7).
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Ecuaciones de movimiento en términos de v. Aungque u es la variable tradicional para presentar la
evolucién de las fluctuaciones, es posible expresar las ECE (2.60) y la ecuacién de movimiento de
d¢ (2.61) de una manera maés sencilla definiendo dos nuevas variables v y z:

a
v=adp+zip, z= TR (2.78)

v es conocida como la variable de Mukhanov-Sasaki [136]. Nétese que la variable z estd relacionada

con la 6 (2.64) mediante z = (1/6). Usando estas variables el conjunto de ecuaciones y (2.61)

se puede escribir como
1

o — V2 — Z?v =0, (2.79)
2, KH
Vo = 52 (z0' —Z'v), (2.80)
azlp "ox2

Esta nueva manera de escribir las ECE del sistema Einstein-Inflat6n es la utilizada en la explicacién

estandar del origen de las perturbaciones cosmolégicas en el paradigma inflacionario (cf. §2.6).

Como hicimos en el caso hidrodindmico (, también podemos usar ¢ para describir la
evolucién de las perturbaciones. En las variables vy z , ¢ se escribe como ¢ = g Obviamente
se obtendran los mismos resultados que con las otras variables. Para reproducirlos se utilizara la
constancia de ¢ respecto al tiempo conforme, igualando su valor cuando el modo alcanza el radio
de Hubble durante inflacién & .. y su valor cuando reentra al radio de Hubble i.e. , & =

salida salida

(’,"e‘ntr .4+ BN particular reproduciremos las relaciones (]2.71[), (]2.75[) y (]2.77]).

Conociendo las ecuaciones dindmicas de u (6 v, 6 §), d¢ y 1 podemos ver como las fluctuaciones
cldsicas evolucionan hasta convertirse en las condiciones iniciales para las perturbaciones de DM,
radiacién y bariones de que dardn origen a la estructura que observamos actualmente. Aho-
ra debemos resolver la pregunta ;Cémo surgen estas fluctuaciones?. La solucién propuesta en el
paradigma inflacionario es: las fluctuaciones gravitacionales son provocadas por “fluctuaciones” cudnti-
cas del campo del inflaton. Esta solucion generard nuevos problemas, que se tratardn en la siguiente

seccion.

2.6 Origen de las semillas cosmoldgicas: Enfoque tradicional

El modelo inflacionario propone (y quizd este sea su mayor mérito) una mecanismo para el origen

de las fluctuaciones primordiales: las perturbaciones primordiales del campo ¢ son generadas

728

por las “fluctuaciones”~° cudnticas dentro del radio de Hubble —siendo asi un mecanismo causal—-

2Entrecomillamos la palabra “fluctuaciones” ya coloca, en el mismo estatus conceptual, a las perturbaciones o fluc-
tuaciones clasicas y a las incertidumbres cudnticas. La palabra “fluctuaciones” pareciera invocar que “algo”(;El campo
cudntico?) “flucttia” en el sentido de algtn proceso estocastico e.g. como el movimiento Browniano. Debido a esto conside-
ramos desafortunado la generalizacion de este término en la comunidad cosmolégica.
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durante el periodo inflacionario.

Podemos modelar matematicamente (para ver el cdlculo detallado se invita al lector a consultar el
apéndice [B.5)) estas fluctuaciones cuénticas, promoviendo a la perturbacién ¢ a un campo cuanti-
o b ¢. El proceso de cuantizacion parte de la accién del sistema Einstein-inflatén [136)] [138]:

S[(P/gub] = ngv + Spat = / {R\/Tg} d4x + / { [_;gabva(l)qu) - V(q)):| \/jg} d4x (2~82)

Como buscamos las ecuaciones de movimiento de la perturbacién a primer orden, necesitamos
expandir la accién a segundo orden en las variables métricas (i, ¢) y en el campo (d¢) alrededor
de los campos de fondo. La accién de la materia perturbada a segundo orden es

2
a
551(73315:/{?(54)/ — 4599 + 499" 2 — 59,59,

+209'¢g’ — 54)’ 29% =3¢y — 65¢'pg’ — 3¢y + §¢’2¢2)
SV — 5oV 1 LV & 30 SV, 1 3atppv — O ZV}d‘*x (2.83)

Variando (555& 3y (582,%,)10 (cf. ecuacion 10.11 en [138], pag. 262) respecto a i, ¢ y ¢, obtenemos
ecuaciones de movimiento de este sistema. Podemos obtener un conjunto equivalente de ecuacio-
nes si aplicamos las Constricciones (2.59) y (A.152) para eliminar dos de las tres variables en la

accioén a segundo orden ¢ s y usamos una vez mads las ecuaciones de la métrica de fondo,

grav + mat
al final obtendremos la accién para un sélo grado de libertad, la llamada variable de Mukhanov-

Sasaki [136] v,
!
5Sqmv+ mat = / d4 )2 + *02} , (2.84)

con z y v definidas como antes

/

_ 9 _ a9
v_a<§<p+g_ct,b>, z = T [2.78]

La ecuacién de movimiento para v se obtiene variando la acciéon (2.84) respecto a v. Esta ecuacion

tiene la forma de la ecuacién de un oscilador arménico con masa variable m, =z’ /z

Z//
v — Av— 0= 0. (2.85)

La cuantizacién de la teoria definida por la accién (2.84) prosigue de manera estdndar, primero

calculamos el momento canénico conjugado de la teoria

oL
@ (y,x) = 57 = o' (17,%). (2.86)
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El hamiltoniano se encuentra de manera inmediata

H = / (v'n(”) — E(”)> By = %/ ((7‘((”))2 + c?éifv,iv,j — ZZ//02> d3x. (2.87)

El paso siguiente en el proceso de cuantizacién es promover a las variable v y 77(%) a los operadores
0y #(®) e imponer que estos operadores cumplan con las relaciones de conmutacién estandar

(001, %), 901, X)] = [2©(1,%), 77 (1,x)] =0, [o(5,x), 70 (,%)] = iho(x—x).  (288)

La ecuaciéon de movimiento para 0 es idéntica a (2.85) cambiando v — 0 y se obtiene de las ecua-
ciones de movimiento de Heisenberg

iv = [5,H)], ir® =7, A, (2.89)

donde H es el hamiltoniano H (2.87) escrito en términos de los operadores 9 y 7(*).

Descomponemos al operador 9 en ondas planas

b= dsk )ﬁ eik-x+v*( )A'l' —ik - x (290
= 2 k w(17)age .90)

donde los operadores de creacién (4) y aniquilacion (4y) satisfacen con las propiedades de conmu-
tacién estandar
(f | = 6@ k=1, [af,ah] = 4 a0] = 0, (2.91)

lo cual se puede verificar sustituyendo (2.90) en (2.88). Para que las relaciones de conmutacion
(2.88) y (2.9T) sean consistentes entre si, la relac1on de normalizacién

o (1o (1) — v ()2 () = il (2.92)
debe ser satisfecha. Para cada namero de onda k, el modo v (1) cumple con la ecuacion de evolu-
cion
Z/l
of + <k2 — Z) v =0, (2.93)
la cual es la ecuacién de un oscilador armoénico con masa variable, justo como se menciono arriba.

Ahora debemos definir el estado de vacio como el estado que es aniquilado por los operadores
g : 4¢|0) = 0, Vk. Como ultimo paso de la cuantizaciéon de 9 se deben de fijar las constantes
de normalizacién de los modos v (7). Para esto elegiremos los modos v, (1) de tal manera que

k
para longitudes muy pequefias (dentro del radio de Hubble TR o0) se aproximen a las ondas

planas de frecuencia positiva del espacio de Minkowski, i.e., elegimos en este limite el vacio de
Minkowski. A esta eleccion de vacio se le conoce como vacio de Bunch-Davies [23,[137]]. Para el

k
caso de longitudes grandes <aH < 1) se puede despreciar el término que va como k? en (2.93),
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entonces 1
s aH
o) o { V2K ’ (2.94)
, =<1
z 1H <
Como era de esperarse, para perturbaciones mas grandes que el radio de Hubble, { = (v/z) es

constante.

El siguiente paso es encontrar las soluciones de las ecuaciones (2.93), y la solucién queremos expre-
sarla en funcién de variables que nos permitan discriminar entre diferentes modelos inflacionarios.
Estos tendran diferentes predicciones y lo reflejardn en las variables de slow-roll (cf.[1.113), aunque
en este trabajo de tesis no estamos estudiando modelos particulares de inflacién, presentaremos
los calculos como aparecen en la literatura. Primero encontraremos unas relaciones de utilidad. La
relaci6n entre el tiempo cosmoldgico ¢ y el tiempo conforme 7 se escribi6 en (1.21)), si usamos las
variables de slow-roll y suponemos que € es constante, tenemos

dt 1 da 1
1= s = —am e e = g @)

donde en la segunda expresién se us6 el hecho que [dt/a = [da/(a*H). Por otro lado, la masa
variable en la ecuacién (2.93) se pude escribir como

OO CIREE 1O N

/ . . o .
En la segunda igualdad se us6 la definicién de la variable z = % = %. Usando g =H+ % - g

y la segunda expresién de (2.95) en la tiltima expresién se llega a

! 242e—35—€d+ 62

il 2.97
z 7%(1+e€) (2.97)
Es conveniente ahora expresar a z”’ /z como
z! 1 , 1 34+€e—260
L = _ = - = 2.9
. 7 (1/ 4), con v 2ite (2.98)

expresada de esta manera, podemos escribir la solucién [82] de la ecuacién (2.93) como
0k(1) = o TRy (—ky), N = ([ T (2.99)
V2k 2

donde Hﬁl) (x) = Ju(x) +1iYy(x) es la funciéon de Hankel de primer tipo o funcién de Bessel de
tercer tipo (cf. [3} capitulo 9]).

Las expresiones para ¢ y é¢ se pueden obtener sustituyendo la solucién recién encontrada en
(2.81), que como es de esperarse son las mismas que las encontradas con la variable u en (2.69).
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El primer problema al que nos enfrentamos ahora es ;C6mo obtenemos un campo c—niimero 6¢ de
un campo cudntico escalar g(\p [155] para poder utilizarlo en (o lo que es lo mismo como ex-
traemos v de 9?) La respuesta estdndar es que la correlaciéon de dos puntos del estado de vacio del
campo cudntico gg\o es el campo c—niimero buscado. Es decir la relaciéon de identificacién siguiente

es valida
(0[0(17,x)0(n,y)|0) = v(n,x)o(y,y) (2.100)

Este paso se justifica diciendo que al salir del radio de Hubble, las amplitudes de las perturbaciones
se “congelan” (cf. (2.94)) y esto marca su transicion a lo clasico. Existen explicaciones més elabo-
radas, como Decoherencia, pero basicamente dicen lo mismo: es posible identificar las fluctuaciones
cudnticas con fluctuaciones estadisticas. Es importante notar que, atin fuera del contexto cosmolégico
esta afirmacion tiene una validez cuestionable [4][79] 159, (188} 226]].

Completemos aqui la receta de la obtencion del espectro de potencias cudntico usando para esto la
cantidad ¢. No6tese que debido a la cuantizacién de 9, la cuantizacién de ¢ = v/z ya fue realizada
automdticamente. El espectro de potencias esta definido mediante

272 N K3

o Pe(0)0 (k=) = (016 10),  Pr = 55loe(n)? (2.101)
En esta expresion utilizamos la suposicién (2.100) para ligar las fluctuaciones clasicas con las cudn-
ticas. El médulo al cuadrado del modo v (%) es

2 VP (1) (2) L2(v) o0 1-2v
= ——(—kn)H, ' (—kn)H,” (—kn) ~ —==27"(—k 2.102
ok ()" = == (ki) Hy " (—kn) By (ki) == =222 (—kiy) (2102)

donde hemos utilizado la aproximacién de argumento pequefio® de las funciones de Hankel (cf.
9.1.9 de [3], pag. 360),

Hﬁl)(_x) ~ %il’(v) (_2x> _V, |x| < 1. (2.103)

Entonces el espectro de potencias de ¢ es

Pi(k) = 22:3r2(v)(1 Y (;;)HV (1;2)2, (2.104)

expandiendo v en el limite cuando € < 1,8 < 1, v ~ 3/2 + 2¢ + & + O(€?), por lo que a orden
maés bajo v ~ 3/2, ademads evaluando en el momento cuando el modo sale del radio de Hubble,
ie. k~aH,

1 (H2\?
Pik) = — () . (2.105)
é( ) 47_[2 P Jk~aH

Finalmente debemos utilizar una vez mas las variables de slow-roll (1.113) y la ecuacién auxiliar

(1.111c) para expresar ¢,

2
K 4
P:(k) = —— () . (2.106)
2
2471 €/ k~aH
29 S . . k k
Esta aproximacién implica modos con longitud mayor al horizonte, ya que k# ~ TH 3

83



CRITICA AL ORIGEN DE LA ESTRUCTURA PROPUESTA POR LA INFLACION

El espectro de potencias de ¢ se obtiene usando la ecuacién (2.77), como era de esperarse, estas

ecuaciones concuerdan con las de la

2.7 Origen de las semillas cosmolégicas: Hipétesis del colapso

La explicacién recién dada para el origen de las perturbaciones cosmolégicas depende de una pa-
so “confuso”: no hay una justificacion a priori para la identificacién de las correlaciones de dos
puntos cudnticas con el espectro de potencias clasico (ecuacién (2.100). Analizando mas detallada-
mente, nos enfrentamos a un problema conceptualmente mas profundo en la explicacién estandar:
el andlisis estdndar empieza en un estado que es homogéneo e isotrdpico (el estado de vacio) y termina
con inhomogeneidades que estdn de acuerdo con las observaciones. Este comportamiento no encuentra
su justificacién en la mecanica cudntica estandar ya que la dindmica del sistema preserva las si-
metrias iniciales. Estos problemas ocurren también en la aplicacién diaria en experimentos en el
laboratorio y son englobados en el problema de la medicién de la mecdnica cudntica [17,[18]. Obvia-
mente estos problemas han sido sefialados por algunos miembros de la comunidad cosmolégica
[115}[135][153] [155] y se han propuesto algunas soluciones basadas en las planteado de solucién del
mencionado problema de la medicion. La principal propuesta (si tomamos como indicador su po-
pularidad en la literatura cientifica) es la basada en Decoherencia [70,[103} 105} 106} [108], aunque
hay que mencionar que existen otras propuestas con menos adherentes, pero atn significativas
como las basadas en Mundos Miiltiples. Estos intentos de solucién comparten un mismo problema:
intentan justificar el primer cuestionamiento (igualar correlaciones de dos puntos cudnticas con
espectros de potencias clasicos) dejando intacto el segundo (la evolucién de mecénica cudntica es

unitaria y en el caso inflacionario, esta evolucién preserva las simetrias del estado inicial).

Nos referiremos a ambos problemas como el problema de la transicion cudntica a cldsica de las fluctua-
ciones cudnticas durante la inflacion. Este problema en el contexto de Fundamentos de Mecénica
Cuadntica es conocido como problema de la medicién o problema de la macro-objetificacion.

La raiz del problema de la macro-objetificaciéon estd en que la mecdnica cuédntica tiene como rec-
tor dindmico a la ecuacién de Schrodinger, la cual establece una evolucion lineal, determinista y
unitaria (a esta evolucién se le conoce como proceso U en [168]), evolucién que preserva la super-
posicion, y si no hay fuentes de asimetrias externas, preserva también las simetrias del sistema.
Para recuperar el mundo como lo observamos, se invoca al proceso R (ibid.) el cual “elige” un ei-
genvalor de la funcién de onda [¥) — |;), asi, el proceso R es no-lineal (rompe la superposicion)
y estocdstico (genera o explica la regla de probabilidad de Born). El problema de la medicién se
puede reducir a cual es la fisica que explica al proceso R, o si este proceso es siquiera necesario

para una explicacion completa de la realidad [166].

En el escenario cosmoldgico, la solucién al problema de la macro-objetificaciéon provista por la
escuela de Copenhagen [84] [104] , i.e., colapso de la funcion de onda provocado por un observador
al realizar la medicién, no es aplicable, ni siquiera en principio, ya que hay varios elementos de

la interpretacién ortodoxa que no estan presentes: (a) ;Quién realiza la medicién?, (b) ;Cual es el
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conjunto de observables que se van a medir? ;Quién decidi6 que justamente esos observables eran
los que se tenfan que medir? y (c) ;Cudndo es realizada la medicién? Claramente la interpretaciéon
ortodoxa es insostenible, a menos que se defienda la posicion de que la medicion que desencadend la
reduccion de la funcion de onda la realizé el COBE en 1992 y haya una especie de retro-causalidad,
que genere las perturbaciones clésicas primordiales que, al evolucionar hacia adelante en el tiempo

generardn ctimulos, galaxias, estrellas, planetas y finalmente nosotros .

Con este problema en mente se puede apreciar que la aseveracién de que existe una prediccién
hecha por el modelo inflacionario respecto a las anisotropias y las inhomogeneidades primordiales
de la densidad, no puede ser sostenida como satisfactoria mientras el problema de la medicién no

sea resuelto.

El problema de la medicién en este contexto cosmolégico muestra en su desnudez las interpreta-
ciones de la mecénica cudntica tradicionales. Los enfoques tradicionales invocan al observador, a
la medicién, al ambiente o al limite entre el “macro-mundo” (esencialmente cldsico) y el “micro-
mundo” (completamente cuantico). Estas explicaciones que invocan a algtin actor o proceso sin
definicién clara —o fuera— de la teoria cudntica para darle sentido a el mundo observado se topan
con el problema de marcar “dénde” hay que localizar la frontera entre los dos tipos de mundos,
ya que la teoria se queda en silencio en este punto. Todas las soluciones de este tipo invocan a un
mecanismo parecido a una medicién: la consciencia del observador, el ambiente, el aparato ma-
croscopico de medicién que perturba al sistema cudntico, etc. que de alguna manera “escapa” a la
descripciéon mecénico-cuantica. Estas soluciones al problema de la medicién se ven confrontadas
con la siguiente cuestién: ;La Mecdnica Cudntica describe todos los procesos fisicos (i.e. sel univer-
so es esencialmente cudntico?) ? Si su respuesta es afirmativa, no es posible resolver el problema
de la macro-objetificacién como demuestran el argumento sencillo de[Von Neumann|[213] o la ver-
sién no idealizada de|Bassi y Ghirardi que se puede encontrar en [15]. Ambos argumentos estan
basados en la linealidad de la evolucién dictada por la ecuacion de Schrodinger. Si su respuesta es

negativa, necesitan extender la fisica conocida.

John S. Bell escribi6 [19] que la tinica manera de resolver el problema de la macro-objetificacién es:
La funcion de onda, descrita por la ecuacion de Schrodinger, o no es todo, o no es correcta.

En el articulo [170], Perez, Sahlmann y Sudarsky| proponen como solucién al problema del origen
de las perturbaciones cosmolégicas, la hipdtesis del auto-colapso siguiendo ciertas ideas de Roger
Penrose sobre el papel de gravedad para resolver el problema de la macro-objetificacién [166H169].
Esta hipétesis supone que existe un mecanismo para producir la evolucién de tipo R y que este
mecanismo involucra nueva fisica, i.e. , existe un mecanismo responsable de la transicién del estado
de vacio homogéneo e isotrépico a un nuevo estado que contiene las fluctuaciones que son respon-
sables de que existan desviaciones de la homogeneidad e isotropia en el universo tipo Friedmann-
Lemaitre (cf. §1.2.2). A este mecanismo se le conoce como colapso. Entonces, podemos resumir los

3OAunque existe una interpretacién de la mecanica cudntica con estas caracteristicas, la interpretacién transaccional
de|Cramer, [39]. Esta idea aplica la idea del teoria del absorbente electromagnético de Wheeler-Feynman a la mecédnica
cuantica.
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pasos esta propuesta como sigue: (1) el colapso es especificado de una manera puramente fenome-
noldgica (para diferenciarlo de los mecanismos de colapso, a estas descripciones fenomenoldgicas
se les denominard esquemas de colapso), (2) el universo serd descrito por las ecuaciones de fondo
hasta que “la nueva fisica” dispare el colapso (esta nueva fisica se especula —siguiendo a Penrose—
que sea de origen gravitatorio) y (3) es en ese momento cuando aparecen perturbaciones métricas,
debidas al acople originado por las ecuaciones semi-clasicas®' de Einstein G,, = 870G (T,).

Ademas del problema de la medicién o de la transicion cudntica-cldsica que se podria clasificar como
fundamental, existen otras partes dudosas en la prescripcién tradicional, también mencionados en
[170] relacionados con las cuestiones estadisticas de la prescripcién estdndar respecto a valores de
expectacion e incertidumbres, fluctuaciones y promedios, que son tratados como si no existieran

diferencias entre ellos.

2.7.1 Formalismo de la hipétesis de colapso

Ecuaciones cldsicas fundamentales. A continuacién procederemos a establecer el formalismo ma-
tematico de la hipétesis de colapso. Al igual que en el tratamiento estdndar, el punto de partida es

la accién un campo escalar acoplado minimamente a la gravedad,

' 1 1
Sl 8a] = / dxy/=g (15 Rl - 5 VaoVigg™ — V(e)). 2:82)

Recordemos que elegimos la norma Newtoniana Conforme (2.23) para realizar todas nuestras des-

cripciones fisicas. Perturbando a segundo orden la accién, llegaremos a las ecuaciones lineales

50 y @51,

Sustituyendo el valor de ¢’ (2.60b) en (2.60a) y acomodando términos obtenemos una ecuacién
generalizada de Poisson para V21

V2 — pyp = 4nG (vdg + ¢'d¢") (2.107)

donde p = (3{2 — fH') yv = (3Hg¢' +a%0,V) = (3¢’ — ¢"). En esta tltima igualdad se us6 la
ecuacién de movimiento de fondo del campo escalar (1.116d).

La ecuacion serd nuestra ecuacién fundamental, ya que ella muestra lo que la hipétesis de
colapso considera: las fluctuaciones del campo escalar son “fuente” de las perturbaciones gravita-
torias. Durante la época inflacionaria ¢ ~ 0y v ~ 0. La dindmica de la perturbacién del inflatén
estd dada por la ecuacién , la cual se puede escribir, luego de sustituir ¢’ usando (2.60b),
como

59" +236¢' — V25¢ + %32, Vop — 167G (¢')” — 29Hg’ = 0. (2.108)

3INétese que estas ecuaciones son vélidas salvo en el momento en el que ocurre el colapso.
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En esta tiltima ecuacién los términos proporcionales al potencial ¢ reflejan como la métrica respon-
de (back-reacts) a las perturbaciones del inflatén. Estos términos estan suprimidos por un factor de
G y por lo tanto los despreciaremos . Desde el punto de vista de la hipétesis del colapso, esto no
es tan grave, ya que la métrica de fondo no es perturbada hasta que el estado del campo esca-
lar perturbado colapsa; s6lo después de este evento i aparecerd y podra afectar la evolucién de
las perturbaciones del inflatén (e.g. , es netamente un efecto de segundo orden). Asi, la ecuacién
fundamental para la evolucion de las perturbaciones del campo escalar es

59" +236¢’ — V259 + a*35, Vg = 0. (2.109)

Aproximacion de slow-roll. Durante la época inflacionaria las condiciones de slow-roll (1.114)
son validas, entonces en la ecuacién (2.107) ¥ = p = 0y en la ecuacién (2.109) 4294,V = 0.

Asi, la ecuaciéon de Poisson (2.107) durante el slow-roll se escribe como
V2 = 4nGe'sg/, (2.110)
y la ecuacién de movimiento de la perturbacién del inflatén (2.109),

5¢" +2Hsg' — V259 = 0. (2.111)

Antes de cuantizar, es conveniente definir una nueva variable y como sigue y = ad¢. La ecuacién
(2.111) escrita con esta nueva variable, en el espacio de Fourier es

"
Y - <v2 + “a) y=0. (2.112)

~ 1
Obviamente la cuantizacién i de y, implica la cuantizaciéon dp = EyA de do.

Cuantizaciéni del campo escalar §  El siguiente paso es cuantizar la parte fluctuante del inflatén.

Como dijimos antes es conveniente trabajar en el campo reescalado y = adg.

Haciendo esta sustitucion en la accién del inflatén e ignorando los términos del potencial ya que

son despreciables durante slow-roll, tenemos 32

320bsérvese que esta accion contiene un término de frontera. El término de frontera es 9, (3(y?). Usédndolo la accién

quedaria
"

17/ a
557 =5 / dydx® {y’z = (V9.

Esto cambiaré algunas definiciones correspondientes al momento conjugado, pero no afectaré la fisica, como se puede
comprobar facilmente. En particular, lo que se gana de simplicidad en la expresion del momento conjugado, se pierde en
la simplicidad de g (7).
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2 1
65 = 5 / dndx® [y — (Vy)? + +3¢%7 - 230y | (2.113)
El momento conjugado del campo y es

oLy

=3 = Y — 3y, (2.114)

W) (1,X)

el hamiltoniano de esta teoria es simplemente la integral espacial de la densidad hamiltoniana, H,
H= [d*H = [dx [n(y )y — E} . Promovemos ahora a las variable y y 7(¥) a los operadores § y

7). La cuantizacién canénica consiste en imponer las siguientes relaciones de conmutacién

901, 901,%)] = |79 (%), 79 (1, x)| =0, [901,%), 70 (7,x)] =io(x=x).  (2115)

La ecuaciéon de movimiento para § es idéntica a (2.118) cambiando y — 7 y se obtiene de las
ecuaciones de movimiento de Heisenberg

N

it = [9, H], iAW) — [ﬁ_—(y)/H], (2.116)

donde H es el hamiltoniano H escrito en términos de los operadores 7 y #¥). Notese que esto es
equivalente a imponer estas relaciones a J¢ y su momento conjugado 7 = a?5¢ 3.

Descomponemos ahora a los campos i y 7(%) en ondas planas®*

~ 1 PN ik - x ~ * —ik-x
901,%) = 75 Xy {am(me™ > + afyin)e ™}, (2.117)

donde yi(77) es solucién de la ecuacion
" 24"

y @'y 4" son los operadores de creacién y aniquilacién del campo. Por su parte, el momento conju-
gado 7(1, x)

o 1 Py ik-x | » * —ik - x
A, %) = o5 L { e )™ * + afge() e ™ *, (2.119)

Qk(17) en esta ecuacion esté relacionado con yi(77) mediante

gk = vy — Hyy, (2.120)

[N]

a

5 (69% — (V¢)?), usando 7t = oL se obtiene

33El lagrangiano durante el slow-roll de la variable original 5¢ es £ = ¢
= a5
34 Aunque es posible hacer todas las manipulaciones mateméticas usando formulaciones integrales o de suma, es usual-
mente mds sencillo hacerlo con la suma. La simplicidad viene del hecho de que ya no aparecen deltas de Dirac en el
. 1 .
espacio—k. Por ejemplo, si tenemos f; = ¥ fre X' X, la manera obvia de extraer f; es via f; = I J fe'* *dx, esto debido

a que las condiciones de frontera arménicas hacen que todos los términos oscilatorios de la suma integran cero, dejando
tnicamente la integral de 0 a L de f;.
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En ambas expansiones 4, (i;: son los operadores de aniquilacién y creacién respectivamente. Estos
cumplen con las relaciones de conmutacion estdndar

laf,al] =0, [agaf] = hL35y. (2.121)

Las relaciones de conmutaci6n (2.115) imponen una restriccién a las soluciones vy, gx:>°
Yi&k — YiSk = i (2.122)

Para completar el proceso de cuantizacién necesitamos las soluciones de la ecuacién (2.118). Du-

" 2
rante la etapa inflacionaria (a = 172>, quedando

v+ (k2 — 1722) vk =0, (2.123)

escrita de esta manera, se puede encontrar la solucién exacta
ve(n) = ae™™1 (1 — LA Bel* (14 . (2.124)
kn kip

La eleccién de una funcién especifica (1) corresponde a una prescripcion particular del vacio
fisico |0) definido por
ax|0) =0, (2.125)

una eleccion diferente de yi (1) estd asociada a una descomposicion diferente de modos de crea-
cién/aniquilacién y por lo tanto a un vacio diferente . Obsérvese que este estado de vacio es homo-
géneo e isotrdpico en todas las escalas, esto se puede ver aplicando los operadores de momento P y
momento angular J a |0).

Notemos que la longitud de onda asociada a un modo k cualquiera, puede encontrarse siempre
dentro del radio de Hubble si se retrocede lo suficiente en el tiempo (i.e. , k > 3, o k1< f}Cfl),
ya que el radio comévil de Hubble, KL= (aH )_1, disminuye durante la etapa inflacionaria.
Escogiendo un |7| lo suficientemente grande se obtiene k|| > 1. Ademads para una longitud de
onda més pequefia que el radio de Hubble, se pueden despreciar los efectos de curvatura y el
modo se comportara como si estuviera en un espacio-tiempo de Minkowski®.

La descripcién fisica més natural es la de elegir la solucién que corresponda con la solucién de

%1 as unidades de los modos son:

1/2 1/2
[§(n,x)] = <%) . [rx)] = % 4] = [a] = M212,

we(n)] =LY%, [g(y)] = L™Y/2

36Esto se puede ver en la ecuacién (2.118), ya que la masa efectiva es despreciable cuando k|7| > 1.
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frecuencias positivas del vacio de Minkowski en el limite k|7| > 1.
yﬁ/h’nkowski ~ efikr]/ (2.126)

entonces f = 0 en (2.124). Usando la restriccién (2.122) se obtiene &« = v//1/2k. Por lo que se elige
el estado de vacio que esta relacionado a la solucién

_ l _ L —iky
ye(n) = % (1 kiy) e~ ™, (2.127)

Como se mencion6é anteriormente este estado de vacio es conocido en la literatura como vacio de
Bunch-Davies. Con esta eleccion de vacio g (77) es

k.
sk(n) = —’\Eelk”- (2.128)

Al definir los campos cudnticos y su vacio, la cuantizacién es completada. Ahora debemos de es-
pecificar mediante la hipétesis del colapso como este vacio se convierte en un estado no-homogéneo

y anisotrépico.

2.7.2 Hipétesis de Colapso

El estado de vacio queda definido por la condicion 4 |0) = 0 para todo valor de k. La hipétesis del

colapso o del auto-colapso opera de una manera andloga a lo que seria un proceso R.

En el articulo de |Perez, Sahlmann y Sudarsky|se hacen las siguientes suposiciones sobre el colapso:

(a) los modos son “independientes”’

y ademads (b) se requiere que el estado inicial del campo no
esté enredado (entangled) respecto a esta descomposicion, i.e. , el estado de vacio se puede escribir
como el producto directo de estados para los operadores de modo. De esta manera, el colapso acttia
a nivel del modo k y debido a las suposiciones tiene sentido hablar de “un colapso individual por
modo”, por lo que, hipétesis del colapso se debe de leer como hipdtesis del colapso por modo.

Bajo estas suposiciones escribiremos el campo mediante los “operadores de modo” 3

0 1 ~ ikx

907,%) = 13 Ly (e’ (2.129a)

) 1 .

(%) = 73 L Ae()e™ (2.129b)
con

9k = ye(m)ax + yi ()’ (2.130a)

37El que los modos seas independientes significa que es posible (a) la descomposicién del operador de campo es una
suma de “operadores de modo” que conmutan, (b) laa descomposiciéon ortogonal del espacio de Hilbert de una particula
y (c) la descomposicion de productos tensoriales directos en el espacio de Fock.

3%Estos nuevos operadores, i y 7 tienen unidades de [f;] = MY/2L2y [#;] = M/2L3/2,
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7 = g (n)a + gr ()a’ (2.130Db)

usando estas definiciones y las relaciones de conmutacién (2.115) podemos deducir las de §; y 7;:
(2.131)

[0k, ] = iHL3 0.

El siguiente paso, debido a que el colapso acttia como una especie de “medicién”, debemos de
garantizar la hermiticidad de los operadores usados. Obsérvese que los “operadores de modo”, i

, se pueden descomponer en partes real e imaginaria: §(®!) y #W)(R1D),

y 7
9ir) = 95 () + 9 (n) (2.1322)
A(r) = 7 () + i () (2.132b)
donde los nuevos operadores se definen mediante
1 1
AR L AR | xRt ALy — & NN
9l =75 (yk(n)ak + Yyl ) B =7 (yk(77>“k + Yidy ) : (2.133a)
: (ge(nal+gialt). (2.133b)

1 1
AR(,\ ( ~R * AR‘r) A _
7 = ag +geag'), 7« =
k (;7) \/5 gk(rl) k T 8k% k(U) \/E
Notese que estos operadores son hermiticos. Los operadores de creacion y aniquilacion son
(2.134)

Las relaciones de conmutacién entre estos operadores de aniquilacién/creacién son no estandares:
(2.135)

AR AR 3 Al Al 3
[ak ,ak,] =hL (5k,k/ + (sk’,k/) , [l?lk, ak,] =hL (5k,k/ — ék,fk’) ,
siendo las demads relaciones de conmutacién cero. Esto indica que los operadores que correspon-

den a k, —k son idénticos en el caso real e idénticos salvo un signo en el caso imaginario. Serd til

R AR
Y Y7
(2.136)

listar aqui los conmutadores de
R R]_ L.3 NP L3
Wi, ) = 517 (Sre +0i0) - [ ] = L7 (O — O, -)

los cuales obviamente no son estandar.
Introducimos ahora las siguientes definiciones, relacionadas con los primeros momentos estadisti-
) 39
(2.137a)

cos, para un estado arbitrario del campo |E
ew‘k,

ay ! = (@la " |E) = [a

39Es importante notar que dado que estamos en la representacién o imagen de Heisenberg, toda la dependencia tempo-
ral de los “operadores de modo” estd en y,(17) y gx(77) y las cantidades dy, ¢k y ex son independientes del tiempo.
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o = @@ ), (2137)
e]({R,I) = <E‘ﬁ](<R’I)+ﬁI(<R/I) E>/ (2137C)

(2.138)

y haciendo lo mismo para el momento conjugado ##) (1) obtenemos, que los valores de expecta-
cién para un estado arbitrario |Z) son

98z = VIR (v

(2.139a)
(AR g = V2R (gk(f?)dff'l) (2.139b)
La dispersion, A£? = (£2)z — (£)2, de los campos para un estado cualquiera |E),
(AyEhE = R (vl ) + %\yk\z(hﬁ +2eRT) — 2R (yRIART)2 (2.140a)
(A% = R (el) + 3 1P (L + 26f) — 2 (gf1af 2 (2.140b)

Estas expresiones demuestran que las cantidades (2.137) especifican las principales cantidades de

interés que caracterizan al estado del campo. Obviamente para el estado vacio |0) tenemos que el
valor de expectacién de los campos es

(0 = (7o = 0, 214
y la dispersion,
1 1
(Ayes = SlwPaL®, (Amh)? = Sl rL’. (2.142)

Asi, podemos describir la operacién del auto-colapso como sigue: originalmente —i.e. antes del colap-

so — 1o hay perturbaciones en la métrica. Esto se puede observar de la férmula (2.107), que repetimos
aqui por comodidad del lector

V2 — pp = 4nG(vég + ¢'6¢') = T, [2-107)

donde hemos introducido los simbolos s = 47G¢’ y I = d¢’ + v. Durante el periodo inflacionario

u=0yTl =8¢ =a 7). Ahora, procederemos a evaluar la perturbacién en la métrica usan-
do una descripcién semi-clasica de la gravedad interactuando con campos cudnticos, justo como
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dictan las EFE semi-clasicas: G,;, = 871G (Ty;), de esta manera, la ecuacion (2.107) es promovida a

V23— pyp = s (I');. (2.143)

Expresando esta ecuacion en el espacio de Fourier y tomando en cuenta la aproximacién de slow-
roll, tenemos que para un estado arbitrario, |E),

¥ = 2 (00 2144

Asi, usando las ecuaciones (2.141) se puede comprobar la afirmacién de que antes de que ocurra
el colapso no hay perturbaciones en la métrica

P = 0. (2.145)

Siguiendo con la descripcion de la dindmica del colapso, a un cierto tiempo 7 la parte del estado
que corresponde a el modo k “brinca” a un nuevo estado |Y) que no es homogéneo e isotrépico, lo

cual debido a la ecuacion (2.144)) es

e = k% (69" )y - (2.146)

Lo que resta es especificar el colapso de los modos. ;Cémo ocurre el colapso?;Cudles son sus
caracteristicas? Para responder estas preguntas, es necesario especificar, o una teoria completa
como las Modelos de reduccién dindmicos entre las cuales se incluye el Modelo de colapso
de la funcién de onda de Ghirardi-Rimini-Weber [80, 181] o los Modelos de localizaciéon
continua [160Q] (cf. para una revisién completa se puede consultar [14} [16]), o, como en el
caso de [45] [170] un modelo fenomenolégico. A las teorfas completas las llamaremos en este trabajo
de tesis mecanismos de colapso, a los segundos (los modelos fenomenolégicos) los denominaremos
esquemas de colapso.

Perez, Sahlmann y Sudarsky|estudian dos esquemas de colapso en [170], llamados esquema colapso
independiente y esquema de colapso newtoniano, ambos se describen a continuacién.

Esquema de colapso independiente. ~ En este esquema de colapso, tanto, el valor de expectacién del
campo § como el valor de expectacién del momento conjugado %) en el estado post-colapso |Y)
al tiempo 7; estan distribuidos aleatoriamente en los respectivos rangos de las incertidumbres del

estado de vacio |0) y no se encuentran correlacionados estadisticamente. Esto se puede expresar
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de la siguiente manera

0) = 1Y) :

A c 7 -~ 2
<]/(R'I)(’7k)>y - ng g (AgRD),
<ﬁ<y><R,I>(,7,g)>Y = D/ (AR ®RD)Z, (2.147)
(RI)

donde x; ;" ’ son variables aleatorias gaussianas centradas en cero y con dispersién 1. El hecho de

que el colapso no correlacione los valores de expectacién post-colapso del campo y su momento
. . (RI) _ _(R]I) . .

conjugado se encuentra en que los valores de las variables x; "’ y x, "’ son eventos independien-

tes.

Esquema de colapso newtoniano. ~ Este esquema de colapso estd inspirado en que, a primer orden
y durante el slow-roll de la época inflacionaria, la ecuacién (2.143) sélo depende de AW(RD je,
, tnicamente el momento canénico conjugado del campo inflaténico aparece como fuente de la

perturbacién de la métrica.

~ c A c , A 2\2
10) — |Y) : <y(R’I)(17k)> =0, <n<y><RJ> (17,()>Y = xR ”\/ ((An(y)(RrI)) )0. (2.148)

Y

Valores de expectacion en el estado post-colapso de las variables originales ~ Ahora procederemos a
calcular el valor de expectaciéon del momento conjugado 7 del campo original gg\o, para ello sera
conveniente expresar a yf’l y g,lj’l en forma polar compleja, entonces, y?'l = |ye(n)| exp(zﬁf’l )y

g = 1gk(m)| exp(17y"), donde

/ )
lyr(n)| = \/; <1+k;7> , Br=— |:k17 + arctg <k177>} , (2.149a)

kn

K
|gk(n)| = \[2 T=— (kn + g) . (2.149b)

Asi, podemos expresar las ecuaciones (2.139) de una manera mas ttil,

(98D) = VER(yedi) = lyilld*" | cos (™" + By (2.150a)
<ﬁ(y)(R’I)> = V2R (gidy) = |1 cos (“zER'I) + 'Yk) : (2.150b)

Recordemos que en la ecuacion (2.143) aparece (8¢, ), el cual en funcién de los campos AWRD,

es
(k) = 7 LA ), + 1w 0n), ] @151
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tomando el valor de expectacion en el estado post-colapso |Y)

<(§g7);(>Y = %—k’ {|d,§\ cos (xx,lf +7,C<) +i|d}| cos (oc,{ +’yf<)] , (2.152)

sustituyendo el valor de 7

(59r), = % (1R cos (f ke = ) +ildf] cos (af —kne = 7). (2.153)

Definiendo la variable que mide el tiempo transcurrido desde el colapso, Ay = k(17 — 7).

<5/q\0;<>Y = |87k| {|d,§] cos (zx,lf + 7+ Ak) +i|dl| cos <v¢,£ + Y+ Ak)} , (2.154)

y usando una vez més las férmulas trigonométricas de dngulos multiples

(Ogi)y = %{M}ﬂ {cos (ocf + 'yk) cos A — sen(af + ;) sen Ak}

+i|di] {cos(a,{ + k) cos A — sen(al + ;) sen Ak} } (2.155)

(R1 ), las cuales son

En esta tltima ecuacién sélo faltan por especificar las expresiones de d]((R’I) ya
calculadas a partir de la especificacién del esquema de colapso. En el articulo [170] se realiza un
largo (y tortuoso) proceso algebraico para poder obtener esta expresién para cada esquema de
colapso que no repetiremos aqui. En el capitulo[3|se presentan las ecuaciones generales y
para describir al valor de expectaciéon de §(RD y ##)(R1) de manera independiente del esquema
y de la época cosmolégica. Ademads, se presenta en un procedimiento algebraico parecido al

llevado acabo en [170] para obtener los valores de expectacién.

2.7.3 Comparacién con las observaciones

Una vez elegido el esquema de colapso, se procede a evaluar la perturbacién de la métrica usando

las ecuaciones semi-cldsicas, que en este caso cosmoldgico a orden lineal en las perturbaciones se

reducen a (2.143)).

En esa ecuaciéon <3(\p;{> es el valor de expectacién del momento conjugado 5/?,0,/< = f'fliy ) /a(n) enel
estado |Y) y caracteriza la parte cuantica del campo inflaténico. Es importante enfatizar que antes
de que el colapso ocurra no hay perturbaciones de la métrica (cf. ver discusion arriba de la ecuacién
(2.149)) i.e. el lado derecho de la ecuacién es cero, entonces, solo después de que el colapso ocurre las
perturbaciones gravitacionales, representadas por ¢ aparecen. El colapso de cada modo representa
el origen de la inhomogeneidad y la anisotropia a la escala representada por el modo. Otro punto
que es importante recalcar, es que a todo tiempo, el universo serd definido por un sélo estado |Y), y no
por un ensamble de estados. Los aspectos estadisticos, entonces, surgirdn debido a que no medimos
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directamente y por separado cada uno de los modos especificos representados por el vector de
onda k, sino por la contribucién de todos los modos en la descomposicion armoénica esférica de las

fluctuaciones de la temperatura en la esfera celeste.

Ahora debemos de comprobar la hipétesis del colapso con las observaciones. Las cantidades obser-
vadas (por ejemplo WMAP) son las anisotropias del CMB, ®(A) = AT/T(f) = Y, ¥, €1 Y (0),
como vimos en §2.2.2} el espectro de potencias del CMB esta relacionado con el espectro de poten-
cias de ¢ mediante (2.48). Entonces, debemos considerar la expresion para el potencial gravitatorio
¢ dado por la ecuacion en la LSS. En esta subseccion derivaremos de nuevo esa férmula. E1
punto de partida es la ecuacién (2.7)

4rrit

= Gy / Pk lp(k) ji(kRp)Y;: (), (2.156)

1
en la cual hemos sustituido la relacién de Sachs-Wolfe (2.16), © = 51,0(11, x) y p(k) es el modo k

de la expansién de (7, x). Cada uno de los modos (k) esta relacionado con la perturbacion del

inflatén mediante (2.146),

P(,x) = / d3ksTk§k) <ﬁp;>eik"‘, (2.157)

donde hemos introducido el factor 7 (k) para representar los efectos de los diversos mecanismos
fisicos presentes entre el reheating y el desacople. Estos 7 (k) son conocidos como las funciones
de transferencia. Recuerde que la relacion entre la diferencial relativa de la temperatura ©(X) y la
perturbacién del potencial gravitatorio dada por el efecto Sachs-Wolfe estd evaluada en la
emision del fotdn, esto es en la LSS, de ahi que x = RpX%, siendo Rp la magnitud de la distancia
entre el observador (e.g. WMAP) y la LSS. Asi, la ecuacion es

4 A Oy
A = 3(71*513/2 / &Pk j (kRy) Y, (K) T (k) < = >. (2.158)

Estamos interesados en el valor medio del cuadrado de esta cantidad. Los aspectos estadisticos
que permiten darle sentido a la afirmacién emergeran de la ecuacién (2.157). Esta ecuacion indica
que la cantidad de interés es el resultado de un infinito ndmero de osciladores armoénicos cada uno
contribuyendo con un ntimero complejo a la suma, lo que lleva, en efecto a una caminata aleatoria
bidimensional cuyo desplazamiento total medio corresponde a la cantidad observacional. Como

primer paso tomaremos el cuadrado de (2.158)

% 4”221 3 3 T (k) T(K) AT\ -y 2 71
ity = SLEL ] i [ e TETED (500 500,06 (R i R Yin ),
(2.159)

740

Para obtener el valor “mds probable”*’ nos auxiliaremos de un ensamble imaginario de universos

e identificaremos el valor mds probable con el valor medio del ensamble.

El valor medio del producto (5¢y) (693 ), evaluado en los estados post-colapso tiene una forma

40 Most likely en inglés
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TN 7=\ 3
<5qok> <(5 Py *> = ZL—asz (k)dyir, donde C(k) es una funcién adimensional de k el cual codifica los
aspectos fisicos del esquema del colapso. Entonces, la expresion para el valor “més probable” (ML)

de la cantidad de interés es:

1 s2h dk DT
@y [3ar = 9272 ?C(k)T(k)ZJf(IkIRD), (2.160)

expresion en la cual hemos usado las propiedades de ortogonalidad de los arménicos esféricos. La
ecuaciéon se puede escribir de una manera més sencilla de integrar si hacemos el cambio de
variable x = kR:

s2h
27ta?

| har = / C(xiRD) T (x/Rp)?ji (x)dx. (2.161)

Esta es la expresion en la cual las predicciones del esquema de colapso se pueden comparar con las
observaciones. Obsérvese en esta tiltima ecuacion que la forma estandar del espectro i.e., un espec-
tro plano o de Harrison-Zel’dovich, corresponde a reemplazar la funcién C(k) por una constante.

Esto impondré condiciones a los diversos esquemas de colapso.

Esquemas de colapso y observaciones ~ Como se mencioné arriba, toda la fisica de los esquemas de

colapso esta codificada en la funcién C(k), la cual es la parte adimensional de <‘§‘\Pk> <3§\9k' > Las
funciones C(k) que se obtienen de los esquemas de colapso son para el esquema independiente

(2.147),

2 1
Ci(k) =14 5 sen” A + = sen(2Ay), (2.162)
Zj k

y del esquema de colapso newtoniano (2.148),

1 1
Ca(k) = 14 sen® A (1 - 2) - sen(2Ay). (2.163)
Zj k

Donde z; = ki y Ay = k(17 — 17;). De estas expresiones se puede observar que para recobrar el

caso C = 1 es necesario que los tiempos de colapso vayan como 7¢ o k~1. Esta es una importante

restriccién sobre como debe de ser el mecanismo de colapso.

En lo que resta de este trabajo de tesis se propondra (capitulo[3) un esquema adicional de colapso
basado en el funcional de Wigner y desarrollaremos estudios para ver la robustez de los esquemas
de colapso ante desviaciones de la restriccion 77¢ o k~!. Ademds estudiaremos los efectos fisicos

de multiples colapsos y colapsos tardios.
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CAPITULO 3
ESTUDIO DETALLADO DE LOS ESQUEMAS DE COLAPSO.

The abrupt change by measurement .. .is

the most interesting point of the theory

Erwin Schrodinger

Después del andlisis y critica de la propuesta inflacionaria sobre el origen de la fluctuaciones cos-
moldgicas, en este capitulo analizaremos un nuevo esquema de colapso inspirado en las propie-
dades del funcional de Wigner, haciendo luego un anélisis comparativo de los tres esquemas de
colapso presentados hasta el momento. Se presentara el analisis para el caso de varios colapsos y
el estudio de las implicaciones de un colapso tardio. Al final se mostrardn algunas predicciones o

caracteristicas que distinguen a la hipétesis del colapso sobre la explicacion estandar inflacionaria.

3.1 Ecuaciones generales

A pesar de que en el capitulo|Critica al origen de la estructura propuesta por la Inflacién|seguimos
el procedimiento de [170] para calcular el C(k) de los dos primeros esquemas de colapso, aqui

desarrollaremos las férmulas generales, independientes del esquema de colapso y de la época en

la que el colapso ocurra.

Repetimos aqui las relaciones de los valores de expectacion del campo 7 = a(#)d$ y de su mo-
mento conjugado ﬁ,gy ), asi como de sus valores de dispersiéon en un estado arbitrario. Primero
recordamos la definicion de las siguientes cantidades asociadas a un estado dado |Q));

!

4% = (") = ™)

! = @l@*"ia),
e*D = (R (RD | q, L-1374]

de esta manera los valores de expectacion estdn dados por,
(350 = Ve (na™), (RPED) = vaR (gt 2.150]
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y sus dispersiones

(39)2 = 3 () + L (2 + 2) o (), g
(57802 = 3 (@) 1 L g (2 + 2) 2 (™).

Recordemos también que el estado de vacio |0) estd caracterizado por que sus valores de expecta-
i incerti JRDV? _ 2(h13 s(RDY? _ 2(hL3
cién son cero y sus incertidumbres son ( A, =1/2|yx|*(RL°) y ( A7ty = 1/2|gx|=(hL?).
Por dltimo, debemos expresar en forma polar compleja a las variables del campo cudntico, yllj’l =

RI RI RI
()l expB ) y & = I8k () exp ().

Para obtener las ecuaciones generales que describen la evolucién de los valores de expectacion lue-
go de un colapso, procedemos como sigue. Usando las ecuaciones (2.150a} [2.150b) pero evaluadas
en el tiempo de colapso 7. tenemos

~(y)(R]) ~(RI)
RID)| _ <”c > _ <yf >
45 = et ®) = Vo s v ) G

donde g. = g(7c),ye = y(nc) y los dngulos estdn evaluados en el tiempo de colapso, 7. =
Bln

v(1¢e), B ¢) entonces, sustituyendo en obtenemos,
SDRDN (6 (2WRDY cos(r(y) +a)
<7Tk > (1) =G <nkf > cos(ye+a) (32)
con G como la razén entre las magnitudes de #W(R1) G = |g|§7|)| Haciendo lo mismo para
Cc
<9£R’I) >, tenemos
SR\ () y (oRD €08 (Bly) + &)
<yk > (7) =Y <yk'c > cos(Be +a) (33)
donde, Y = [y |)| Usando (3.1) y despejando el angulo «
C
tga = (71c) [yel cos Be — (ye) |8c| cos e (3.4)

(7e) |yl sen Be — (yc) |gcl sen vy’

Expandiendo la suma de dngulos en (3.2)

< Algy)(RJ)> () _ o cos () —sen () tga (35)

< (R1)> COs Y. — sen vy  tga

y sustituyendo (3.4) en ella, llegamos a una de las ecuaciones que nos interesa,
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(4R () _ G (A0 e sen(pe =) = (9 Igel sen(re = )

3.6
k (vl sen(Be =) oo
Reniti . (R,I)
epitiendo los pasos anteriores para < T >,
oy )Y<n< MED [yl sen(Be — B) + (9! ) Igel sen(B = 7c) )
AL sl sen(e — 7o) ' |

siendo validas estas dos tltimas ecuaciones en cualquier época cosmolégica posterior a un co-
lapso! y para cualquier esquema de colapso. Las ecuaciones (3.6) y (3.7) muestran la evolucién
temporal de las variables del campo luego de un colapso.

En particular, durante la época inflacionaria las ecuaciones (3.6 se reducen a

Zc

~(y)(RI)
(AIPEDY (1) = (AN cos 5, 1 sen (<> " <9£R'”>) s

+

()(R]) () (RD)
) = [ X5 ((00) - )
(1) (RD) () (RD)
sen Ay [i (W - <9£R'”>) + <myk>] . (3.8b)

kz.

Es posible expresar (3.6) sin usar funciones trigonométricas, lo cual puede ser 1til si las expresiones

se vuelven muy complicadas:

Sustituyendo esto en < A,Sy)> = <ﬁ,£y)R> +i <ﬁ£y)l> llegamos a

(a0 gy = LG8 (A) Al — (38 460 Bt

o) ) (3.10)

donde las funciones del tiempo de colapso 7, A, By C son

1Y mientras no haya otro colapso (cf. seccién | o0 interaccién con agentes exteriores.
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Antes de proceder a calcular el valor medio del cuadrado del valor de expectacién del momento
conjugado (3.10), recordemos que todos los esquemas de colapso propuestos en el capitulo[2]y el
propuesto en este capitulo en la se pueden descomponer en una parte aleatoria adimensional
(f,h) y en una parte con unidades (u, v):

(AN ) = Fi e, (9)

donde las partes aleatorias tienen como propiedad (derivada de que k y —k no son independien-
tes):

k(’? ) _hR ka/

S =n th = O + O ks
RecFio e =h hpy o = Skp — O,y

Usando estas propiedades el valor medio del producto de dos valores de expectacién del momento

{(#7) () = e (4Pl

De esta tltima ecuacién se puede obtener (luego de sustituir las funciones dependientes de la
"

época cosmoldgica, i.e. , el valor de a— de la ecuacién (2.112) y las prescripciones del esquema de
colapso, e.g. , las ecuaciones (2.147) 6 m) la funcion C(k).

conjugado es

2) . (3.11)

3.2 Evoluciéon del campo escalar en diferentes épocas cosmoldgicas

Procederemos ahora a especializar las férmulas obtenidas para diversas épocas cosmoldgicas, es-
to nos permitird estudiar secciones mas adelante cémo se verdn afectadas las predicciones de los
esquemas de colapso si el colapso auto-inducido ocurre en otra época que no sea la etapa inflacio-
naria o si el colapso ocurre en la época inflacionaria pero nos interesa ver el sistema en otra época.
Con este fin dividiremos la historia del universo como sigue, desde —co < 7 < 17,; es la era infla-
cionaria; la era dominada por radiacién ocurre en el intervalo 77,; < 17 < 77¢4, y finalmente la época
dominada por la materia es desde 7, a la fecha. Es importante notar que estamos ignorando —por
simplicidad- la aparente era actual de dominacién de la energia oscura.
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La dindmica del campo escalar escalado yx (1) es

a//
n (kz _ a) e =0, 2.118)

y usando la ecuacién de Friedmann para el caso plano:

I\ 2
871G
(a) _ o pa?, [1.41al]
a 3
junto con la ecuacién de conservacion
/ a
p—|—3z(p+p):0, [L.41c]

se obtiene que pa* es constante durante la época dominada por radiacién y pa® lo es durante la
época dominada por materia. Entonces, el factor de escala estd descrito en las diferentes épocas

como sigue: durante la inflacion

a(n) = —Hlm, (3.12)

donde Hj es el pardmetro de Hubble durante inflacién (y es casi constante) y 17, es el tiempo
cuando inicia la época inflacionaria. En la época dominada por radiacion,

8nG
Ll(ﬂ) = Tprad“4 (77 - 7761') + Aei, (3.13)

y en la época en la cual el fluido dominante es el polvo,

2

1 [87G
a(n) = [2W(W—neq)+\/@ . (3.14)

Debe de ser claro de las expresiones del factor de escala que estamos suponiendo que solamente

un tipo de materia domina durante las diversas épocas cosmoldgicas y que las transiciones entre
diferentes eras es continua pero que ocurren en un tiempo despreciable comparado con la duracién

de las épocas.

Durante la época inflacionaria la ecuacion de la perturbacién del campo escalar toma la forma

2
o (kz _ ;72> =0, (3.15)
usando (2.118) y (3.13) obtenemos la dindmica del campo en la era dominada por radiacién
v+ Ky =0, (3.16)

y para la época de materia
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1" 2 2C2mat
Ve + k" — 5 Yk =0, (3.17)
[Conat (11— 1eq) + /Teq]

donde Cypt = %,/ %pa? Podemos expresar la ecuacién (3.17), de una manera similar a (3.15),
usando el cambio de variable u = Cyqt (17 — iygq) + /Aeq,

d?.

2
#*{K%_uz}ykzo (3.18)

— k
con K = Conat "

Todas estas ecuaciones tienen soluciones en sus respectivas épocas, por lo que, la funcién completa

para el modo k del campo escalar es

e~k (1 — ﬁ) + Belkn (1 + ﬁ) —00 < 1 < i,
ve(n) = —4 (Ae™r — Belr) et <1< 1l (3.19)
Ce it (1 — ﬁ) + Def*xt (1 + K,%u) Neqg <1

Basado en puros argumentos fisicos (ver capitulo[2) se pueden determinar los valores de « y §5,
el valor &« = 1/+/2k proviene de las restricciones que tienen que satisfacer los modos del campo
y su momento conjugado (ecuacién y B = 0 del hecho de que queremos que el estado de
vacio cuando 7 — —oco sea el vacio de Minkowski. Los coeficientes restantes pueden ser calculados

usando requisitos de continuidad, obteniendo,

a2 g 2 (1 i) ! (3.20)
V2R T VK kifei V2kk2y? '

para la transicién de las época inflacién con la etapa dominada por radiacién. Para la transicién de

las etapas dominadas por radiacién-materia,
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2
_ikBe—ikeq — Conat ( Aok Be—ikmq)
2kaeq (1 + . laf
€= : \/—q 5 g (3.21)
i . —iK. /g .
—Dike VA [ 1 — ! 4 e ?Conat 1+ (k\é@ lczmat)
K\/Aeq kag K2a0 + C2,,
_%Aeikﬁeq + %Beﬂ'kﬂeq _ Cefi;m (1 _ i)
b= = (3.22)

eiKu (1 + l)
Ku

Con esto completamos las ecuaciones generales que estaremos usando a lo largo de este capitulo.

3.3 Evolucién con miltiples colapsos

Hasta ahora en esta investigacion [45) [170] se han investigado los diferentes esquemas de colapso
suponiendo que cada modo k colapsa s6lo una vez, esto ha facilitado los célculos ya que no ha
habido necesidad de especificar la forma del estado postcolapso, salvo su valor de expectacién. En
esta seccion desarrollaremos las férmulas para dos o mds colapsos sin limitar la generalidad sobre
el estado postcolapso. En la seccion B.5.2]se especializaran las formulas desarrolladas aqui para el
caso en que el estado posterior al colapso sea un estado coherente, como el estado inicial de vacio,
esta suposicién parece razonable ya que los mecanismos de colapso® preservan estas caracteristicas
del estado cuantico resultante del colapso.

Las ecuaciones para colapsos posteriores al primero se pueden obtener como sigue. Primero, gene-
ralizaremos la notacién para poder tratar con los tres esquemas de colapso a la vez. Las diversas
“recetas” dadas por los esquemas de colapso para el valor de expectacién al tiempo de colapso 177 en
el estado postcolapso |&), pueden ser escritos de manera general para un colapso como

()

<ﬁlgy)(R,I)> = <ﬁ.}(<y)(R,I) (ﬂlﬁ)>é _ N7I_§,I (Uli)/ (3.23b)

<9;(<R’1) (71;?)> - N (n5), (3.23a)

donde Ny y N representan el valor aleatorio del valor de expectacién de §RD o AWRI) que
caracteriza al estado postcolapso |). Por ejemplo tomando el esquema de colapso llamado “inde-
pendiente” (ecuacion b Ny y N7 estan definidos como

2No confundir mecanismos de colapso con esquemas de colapso , el primero es una descripcién fisica de las “entrafias” del
colapso -descripcién fenomenolégica o no- y el segundo es una “receta” de cémo podria pasar. Basicamente son dos niveles
distintos de descripcién.
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’ 2
<?§R'I) (mi)> .= () (R1) (A%ER’I) (mi))o, (3.24a)
Ny
2
(7" () o= () (am™ () ), (3.24b)

Nr

Es importante enfatizar que el esquema de colapso gobierna a qué valor “salta” el valor de expec-

(R,I)

tacién en el nuevo estado postcolapso. Luego del colapso, el valor de expectacién del modo 7,

A () (RI . P . .
y n,Ey)( ) evolucionaran siguiendo las ecuaciones 1i y lb respectivamente.

Existe la posibilidad que durante la evolucién posterior al primer colapso se diesen las condiciones
para que ocurriese un nuevo colapso. Las condiciones dependeran del mecanismo de colapso y no
se especificardn aqui. La diferencia entre este nuevo colapso y el primero serd que el valor de
expectaciéon del nuevo estado no es cero. Esto se reflejara en las recetas dadas por los esquemas
para el colapso |¢1) — |&2) como sigue:

(@), = (8" ), = N ) + (5 (), (3259)

<ﬁ.(y)(R,1)>; = (af*" (77;2)> = NP (42) + (2ORD (,7;2)>€1, (3.25b)

Obsérvese que el lado izquierdo de la ecuacion estd en el estado post-colapso |¢2), mientras que
el lado derecho estd en el estado |{7), i.e. , el nuevo estado post-colapso depende del estado pre-
colapso. Notese también que toda esta expresion esté evaluada en 77,2, el tiempo del segundo co-
lapso. El segundo término del lado derecho es el valor de expectacién posterior al primer colapso
evolucionado desde 7. hasta ’7k mediante las ecuaciones l y .) respectivamente. Las ecuacio-
nes de evolucién entonces reciben como condicion inicial el valor del colapso al tiempo 75 y luego
evolucionan sin sobresaltos hasta que ocurre un nuevo colapso.

Siguiendo el mismo procedimiento descrito, podemos escribir las “recetas” de colapso para el
n—eésimo colapso |§,—1) — [Cn):

(950 = NG )+ (95 (o C")>§H, (3.26a)
<ﬁ(y)(R,I)>C = N (yen) + <ﬁ(y)(R,1) (,7]?«)>§ . (3.26b)
" n—1

El segundo término del lado derecho de las ecuaciones son los valores de expectacion del

Cn

(n — 1)-ésimo colapso evaluado al n—ésimo tiempo de colapso 17" - Es necesario hacer hincapié en esto

n de acuerdo con

porque los Valores de expectac1on del estado |,,—1) evoluciond desde 17, "1 hasta e
las ecuaciones (3.7) y (3.6) usando como condicion inicial el valor de expectacién dado por el colapso n —

2, que a su vez evolucionc’)3 siguiendo, etc. . Esto nos llevard a una relacién recursiva de la ecuacién

3Notese que esto es exactamente la evolucién de un sistema cudntico siguiendo las reglas estdndar de mecanica cudn-
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de movimiento para el valor de expectacién de las variables del campo luego de n colapsos.

Las ecuaciones (3.7) y (3.6) son vélidas en el periodo entre dos colapsos consecutivos, e.g. ,nyn —1,

. Py . 212 . Cn— .« sz s .
lo que significa que estas ecuaciones son vélidas desde el tiempo 7, (su condicion inicial) hasta
Cn

Mk
desde el primero hasta el #—ésimo en las ecuaciones de evolucién. Las ecuaciones de evolucién del

. Ahora que ya tenemos la “receta” para el n—ésimo colapso, podemos incluir fodos los colapsos,

valor de expectacion del campo y su momento conjugado después del n—ésimo colapso se pueden

escribir como sigue
c

() = (7Y Auln) + Baln) (") (3.272)

(v o0y = (7Y Caln) + D) (uT) (3.:27b)

n

donde las funciones 4, B,;, C,, y D,, son las variables que marcan la evolucién temporal del sistema
en el lapso que va desde 77," hasta 7. En particular, durante la época inflacionaria (3.8) son

- A
An(y) = cos Ay + Se‘; iy (3.28a)
n
B,u(17) = —ksen A, (3.28b)
~ _cosAy (1 1 sen A\, 1
Cu() = —¢ (Z Z) +— (Z.Zn +1), (3.28¢)
Du(n) = cos Ay — @. (3.28d)

donde A, la variable del lapso transcurrido desde el colapso 7" hasta 1 multiplicada por el vector
Cn

deondakie A, =k( — ") =z — 2,2 = ki y zx = kij,". Para estados intermedios, i.e. el estado
|i) con i # n, hay que notar que los z = k7 deben de sustituirse por z;—;;1 y las A, = z — z, por

Aji = Z]' — Zj.

Para obtener la ecuacién de evolucion del valor de expectaciéon luego de n colapsos sustituimos en
las ecuaciones de evolucién (3.27), las “recetas” del colapso n—ésimo (3.26) en las cuales hay que
sustituir en el segundo término del lado derecho las ecuaciones (3.27) pero ahora para el colapso

n — 1, etc. . Haciendo esto iterativamente llegamos a la siguiente expresién para la evolucién del

tica, en el intervalo entre mediciones la funcién de onda evoluciona siguiendo la ecuacién de Schrodinger y en los tiempos
en los cuales ocurren las mediciones existen reducciones de la funcién de onda, que luego de la medicién evolucionara
siguiendo la ecuacién de Schrodinger con la condicién inicial del nuevo estado, etc. .
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W(RI)

valor de expectacién del momento conjugado 7t; luego de la ocurrencia de 7 colapsos*

AR, _ NR,
(7E ) = NRL A,
+ N{ (Ap—1An + Cyo1By)
+ N [Ap—2 (Au-1An+ Cy-1Bu) + Cu—z (By—1Au + Dy_1By)]
+NEL { An-s | An-a (Au1An + Cy1Ba) + Coa (By1An + Dy-1Bn) |
+ Cu3[Bu-2 (An-1Au + Cu 1By) + D2 (Bu 14w+ Dy 1By) | }

+...

R,1
+ Nyn—l By

+ Nﬁ,{z (anlAn =+ anan)
+ NRT (B, 5 (Ay_1An + Cy_1Bu) + Dy (By_1An + Dy_1By)]

Yn-3

+ N {Bu-a ] Au-z (Au14n + Cy 1Ba) + Co 2 (By1An + Dy 1Bn) |

+ D3 {Bn72 (An—lAn + Cn—an> +Dy2 (Bn—lAn + Dn—an> } }

(3.29)

con una expresion analoga para <yA](<R’I) (17k)>. Debido a la forma particular de las “variables de

evolucién” (3.28) en la época inflacionaria se puede demostrar que
sen A;
AZA] + CZB] = A, =cosA;+ — (3.30)

Zi

Bl‘A]‘ + Dl‘Bj = B; = —ksenA;, (3.31)

para j > i. Notese que las variables A, y B, tienen la misma forma que A, y B;. Entonces, la
ecuacion (3.29) se puede escribir como

<7’7‘;(y)(RJ) (,7)> — NRL A, +NFI B,
+ NTI?;I{ZA"—l + Nﬁ,{an—l
+ N A, 2+ NRUB, o+
= Yo NG At Ny B (3.32)

—i

La férmula muestra la generalizacién de la ecuacion para varios colapsos en la época
inflacionaria. La evolucién para el valor de expectacién de #¥)(R1), es como la superposicion de
varias evoluciones de un tinico colapso, donde en cada evolucién el colapso sucede a tiempos
diferentes.

4Hemos removido la tilde de las variables A, B, C y D para no cargar mas la notacién.
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—/ -/
El momento é¢, esta relacionado con frlgy) mediante 6, = ﬁlgy) /a,

(590) = sy ({2 +1 (). 63

La cantidad que nos interesa es el valor medio del producto de esté tiltima ecuacién, ya que con

ella podemos obtener las predicciones de los esquemas de colapso.

Usando la misma descomposicién que al final de la seccién NRT — ,f’l ux y Nf’l = hllj'l Wy
donde f, i son variables aleatorias adimensionales, y u, w son la parte de la receta de colapso que
carga con las unidades (por ejemplo, para el primer esquema de colapso en su primer colapso, u; =
VHL3/2|gk(n)| y wp = VRL3/2|yx(17)]). Entonces, el valor medio del ensamblen del cuadrado de
NRT are <N,1§k N}Tzk, *> = (Okp + O Uity y <N711k N711k, *> = (O — Ok, )Uxlj y expresiones

.. R,I
similares para Nj,"".

Asi, el valor medio del ensamble del cuadrado del momento conjugado g(\p;{ para n colapsos es

<g§\0k/> <g§\0k’ ! *> = {1(127)2 Yoo [\”k’%qff/\%—i,k + |wk|$zflfiB$z,-,k} . (3.34)

En particular para dos colapsos

— — 2
(o) (o) = s { Abuluelt + AT hlf + Bl + Buslnlf ), 339
2y [wi]? = |wi(n;")|* siendo n el ntimero de colapsos ocurridos. Siguiendo

la misma notacién el valor medio para tres colapsos es

donde [uy |2 = |ug(177")

T N <7 \ 2
(0") (301 ) = o { A3luels + Adluelt + Al + B + Bl + Bl . (3.36)

Si utilizamos los esquemas de colapso (2.147) y (2.148) en la ecuacioén (3.34) para el caso de un solo
colapso obtenemos las ecuaciones (2.162) y (2.163) respectivamente.

3.4 Nuevo esquema de colapso: a la Wigner®

Antes de indicar el esquema de colapso y sus consecuencias, revisaremos algunos conceptos preli-
minares sobre el funcional de Wigner, sus propiedades, su limite cldsico y su forma para campos
cuanticos.

5Toda estd seccién fue presentada en el articulo de A. De Unanue y D. Sudarsky publicado en Phys. Rev. D 0801, 2008.
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3.4.1 Distribucién de Wigner

El concepto de espacio de fase es muy titil en la fisica clésica, el cual se puede entender como una
interpretacion geométrica de las ecuaciones de Hamilton, al considerar las variables candnicas
generalizadas (ql, e Qs Plse ey pn) de un sistema de n particulas como un solo punto en una va-
riedad 2n-dimensional llamado espacio de fase [102} 216], asi el problema de mecénica clasica se ve
reducido al estudio de la trayectoria de un solo punto en el espacio de fase. Cuando el ntimero de
particulas es muy grande (del orden de n ~ 10?%) es necesario utilizar métodos estadisticos, para
esto, se utiliza la funcién de densidad de probabilidad o funcién de distribucion del espacio de fasef (q, p)
la cual determina la probabilidad de encontrar el conjunto de variables que describe el sistema
(q, p) en una region infinitesimal de volumen dA = IT}' ,dq;dp;, dP = f(q, p)dA.

Seria deseable tener en mecénica cudntica un “espacio de fase cuantico”. Este deseo presenta de
inicio varias dificultades, por ejemplo, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, no es
posible asignar a una particula o sistema una posicién q y un momento p simultdneos, dificultad
que se puede evadir definiendo como soporte no puntos (como en el caso cldsico) si no dreas que
dividan el espacio de fase en 4reas de orden 27t/ de tal manera que el producto de las incertidum-
bres de q y p no exceda 1/2% [10]. En el articulo seminal [220], E. P. Wigner propuso una funcién
de distribucion para describir un sistema cudntico en el espacio de fase usando el operador de
densidad®” p [10} 47, [151]

1 e 1 1 i
W p) =5 /_w dy < - 5.‘/‘("‘74' 2y> exp (?) (3.37)

donde p es el momento conjugado de y. Si el estado es puro, p = |¥) (¥| la funcién de distribucién

toma la forma

1 1 . 1 i
W(a.p) =5~ /700 dy¥ (q - 2y) ¥ (q + 2y> exp (’;ly) (3.38)

Estos resultados son para el caso unidimensional, la generalizacién al caso multidimensional es

directa: el término 27th debera ser reemplazado por (27t/)" donde n es el numero de variables

En la referencia [92]] la funcién de distribucién de Wigner esta definida con un factor de 2 extra:

Wap) = 5 [ ay (g-sfpla e (222)

7Es posible reescribir las reglas de mecénica cuéntica usando el formalismo del operador de densidad [secci6n 6.4 de
47]). El operador de densidad ¢ se define como sigue [ibid.]: Sean Eq,...Ey ... E, con p ensambles de sistemas fisicos del mismo
tipo, sea N, el mimero de elementos de E,, sea E el ensamble de todos los N = Ny + ...+ Ny + ... + Ny, elementos de los diversos
E,. Supongamos ademds, que cada E, puede ser descrito por un ket normalizado | ¢y ), entonces el operador

Ny
p= Zzl ‘¢a>ﬁ<4’a|

es llamado “el operador estadistico del ensamble E”, también conocido como “operador de densidad” o “matriz de densidad” El opera-
dor de densidad tiene como propiedades que (i) ¢ es hermitico, (ii) § es positivo definido, (iii) Tr(p) = 1, (iv) Tr(p?) < 1
donde la igualdad se cumple si ¢ es un operador de proyeccién. Si un ensamble E se puede describir con un vector |¥) en-
tonces es llamado estado puro y puede ser descrito tanto por |¥) como por p = |¥) (¥, el cual es un operador de proyeccién.
Si el ensamble E contine elementos de diversos sub-ensambles E, se le conoce como rezcla (mixture en inglés).
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de ¥, y el producto py de la exponencial es cambiado por el producto escalar de los vectores

n—dimensionales p y y.

Propiedades de la funcién de Wigner. ~ Se listan a continuacion las propiedades de la distribucion
de Wigner [92],

I. W(g, p) con cumple

[apwiap) = 1¥@)F = (qlpla) (539)
[ aaw@,p) = (plolp) (339b)
/dp/dqW(q,p) = Tr(p) =1 (3.39¢)

II. W(q, p) es invariante ante transformaciones de Galileo, i.e. () — (g +a) entonces W(gq, p) —
W(g+a,p) ysip(q) — e "p(g) entonces W(g, p) — W(g,p — p').

11II. (g, p) debe de ser invariante ante inversiones temporales.
IV. SiWg(q,p) y Wy (g, p) corresponden a los estados ¢(q) y ¢(g), respectivamente, se tiene

2

‘ / ¢ (@)y(qg)| = (27h) / dq / dpWe(a,p)Wy (4, p). (3:40)

Esta propiedad tiene dos consecuencias interesantes. Si ¢(q) = 1(q) entonces

[aa [ap Wola.n) = 5 @41

y si ¢ y i son ortogonales

/ dq / dpWe(q,p)Wy(g,p) =0, (3.42)

lo cual implica que W(g, p) no puede ser positiva en todos lados del espacio de fase. Esta
conclusién es general [221]]: si la funcién de distribucion satisface la propiedad (i) entonces

asumira valores negativos para algunos py q 8.

V. La representacion de Wigner de un operador cuantico Ry (p, () es
R ):/< —E‘R‘ +1y>exp iy (3.43)
Recordando que el promedio de la variable dindmica R en el estado p estd dada por (R) =

T(pR) |
(R) = Tr(pR) = [ [ W(g,p)Rulq, p)dpd. (3.4

8La funcién de Husimi (g, p) no satisface la propiedad (I) y es positiva en todo el espacio de fase [seccién 15.3 de [10].
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VI. Definiendo la transformada de Fourier de la funcién de onda
iqp
o(p) = r /dql[J q) exp ( 7 > , (3.45)

la ecuacion (3.37) puede reescribirse de la manera

_ ! ~Llslp 4+ X —ipy
Wiap) =5 = /dk<p zk‘p‘p—i— 2k> exp ( . > (3.46)
En [221] se muestra que las propiedades I-IV determinan la funcién de distribucién de manera

unica: la dada por la ecuacion (3.37).

Dindmica y limite cldsico. = La dindmica de la funcién de Wigner (toda esta seccion esta basada

en el capitulo 5 [10] y la seccién 2.3 de [92]), puede ser deducida de la ecuacién de evolucién del
operador de estado g,

o i . A i~ o
— =—[p,H] = - (pH — Hp
o = P H =20 h),
donde H = p?/2M + V es el Hamiltoniano del sistema. Es conveniente reescribir esta ecuacién

separando las contribuciones de la energia cinética y la potencial

siendo
T 1) (3.472)
t — 2Mh ’
o _ Lo vs
= = 7PV VD), (3.47b)
Resulta conveniente evaluar (3 en el espacio de momentos
0K, (s b AN 22
3 PRI = som plelp) (p™ = p7) (3.48)
_ i AN (] r
= sam PelP ) (P +p) (P = p). (3.49)
Usando para transformar a la representacién de Wigner, obtenemos
aK qk
3 W(gq,p,t) =M / > pk exp ( ) dk, (3.50)

i obteniendo

el factor de k dentro de la integral puede ser reemplazada por el operador — <z) 3
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aK p 0

= =——=W t). 51

ot WP t) = =35 W pt) (3.51)
Realizando pasos similares para aaLtp, pero en la representacion de posiciones:

W {alple') = L (xlol) [V (1) v ()],

usando (3.37)

1

dy = _1 1 1) - 1 ipy/h
5 W@ pt) = W/@ Y P+2y> [V <q+2y) V(a Zyﬂ P/ dy.

Si V(x) es analitica se puede expander en Series de Taylor

1 1 2, d"Vi(g)
4 (q + 2y) -V ( - Zy) = Zn:impar ﬁy dqn

)

n
Como antes, podemos reemplazar y” dentro de la integral por [(?) (Eﬂap)} , fuera de la integral
dy 1, .. ,1d"V(q) o"
5 W@ p.t) = Zn:imw —p(=in)” “dg apr W(q,p.t) (3.52)
Sumando las ecuaciones y (3.52),
J __ra Lo pyn-1d"V(g) 9"
EW(q, p,t) = —M$W(q, p,t) + Zn:imwr a(—zh) “dar o W(q,p,t), (3.53)

la suma de términos en potencias de /1 podria sugerir que esta ecuacion tiene un limite cldsico facil
de extraer.

d p o dv(g) o 5

=W(g,p,t) = ——===W(q,p,t)+ ————W(q,p,t)+0(h 3.54
ot WP t) = =35 W) + =5 =5 Wiap ) + O (3.54)
Despreciando la contribucién de las correcciones O(h?), esta es la ecuacion de Liouville. Pero es-
ta apariencia clésica es engafiosa, los términos de orden /" involucran la derivada n—ésima de
W(q, p, t) con respecto a p. Esto puede generar factores de 1/7 y cancelar’ asf los factores explici-
tos de 1. En estos casos las correcciones no desaparecen en el limite # — 0, ver Ballentine [10] para

una discusidon maés extensa.

9El caso de dos ondas gaussianas separadas, es un ejemplo claro de esto:
N

) = By |e(m0 /0" . = (ae)®/aa? (3.55)
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Distribucion de Wigner para campos cudnticos. A cualquier estado de N particulas [¥y) en el
espacio de Fock le corresponde la funcién de onda de N particulas [92] dada por

Yn(ri,ra,... rn) = \/11\7'<0¢(71) - P(rn)[EN) (3.56)

donde ¥ (r;) es el operador de campo cuéntico [ver[173| para una explicacién mas detallada]. Note-
se que la funcién de onda estd expresada en la base del espacio de Fock, en este caso tenemos que
la funcién de distribucién para el estado [¥y), es

1\ i
W(rl,...rN;pl,...pN):<27_[h) /~~~/d3y1...d3yNexp {hpy}x (3.57)

. 1 1 1 1
TN(“ + Eyl, ... YN T+ EyN)lFN(rl — Eyl, Lo PN — EyN) (358)

Como se puede observar, esta forma de la funcién de distribucién de Wigner es para estados con
un nimero de particulas definido. Lo que se necesita es calcular la funcién de onda en la base de

Y.

3.4.2 Funcién de onda del campo escalar i

Para obtener la distribucién de Wigner del campo del inflatén primero obtendremos la funcién de
onda, recordemos antes que los operadores hermitianos son §(*!) y #W)(R1) dados por @.133).

Si usamos la relaciéon (2.122)) es posible despejar ﬁ,((R’I).

i A 4 Fal 7 * ~ *
ﬁa,(f“’: WED Gy ) — 98D ()gi (). (3.59)

Tomando el complejo conjugado de (2.127) y (2.128) tenemos

w®n )10 ikwy)(R,z)-z\/? iop ~(R.1)
ay —\@{z 2k(1+k17)e U i 2e T ,

acomodando términos,

donde



NUEVO ESQUEMA DE COLAPSO: A LA WIGNER

(R,I)

Por definicién, la aplicacion del operador de aniquilacién, 4, al estado vacio, es cero

entonces, usando esta propiedad y sustituyendo en ella a (3.59), obtenemos [187]

{iarl!+ gt (n) 10y =o.

. o S(RI) . . . .
Es importante notar que al ser un operador hermitiano, yl(C ), tiene garantizada la existencia de

ciertos estados, |y]151 ) que son sus eigenestados, con eigenvalores!? yf'l :

~(R,1 R, I\ _ RI; R,I
y](( )|yk >—yk Y >

Los eigenestados son ortonormales y completos. Proyectando sobre estos estados

. N R,I ~(K,
ia (! 1270y + Byl 19" 0) = 0

Usando la relacién de completitud de los eigenestados |y]151 )

i gl =
llegamos a
. N RI) - - ~ (R ~ - -
0= [ty 17" gE g 0)dg, + [ puf 1o lgt Nl 0)dg, (.60
= [iatyf 12" g F 0 )dgh+ [ putul 1) (G5 10)dgy (3.61)

Como los eigenestados son ortonormales y normalizados mediante

(! 13") = o5~y (362

107 a5 unidades de los eigenvalores son las mismas que las de ft, es decir [yx] = M'/2L5/2. Es importante no confundir
con las elecciones de vacio (2.127).

115



ESTUDIO DETALLADO DE LOS ESQUEMAS DE COLAPSO

Ademads, de las relaciones de conmutacion (2.131), se obtiene 11
1,
(A gty = —izhL3S(5’('gf’I — ). (3.68)
Integrando
thL3 d RI RI
<2dyR’I + By’ ) <yk' 0)=0, (3.69)
k
dividiendo por ahl3/2,
d 26 R R,I
—_— ’ ~10) = 0. 3.70
(- + spsl o ) ("0} 70)
Esta ecuacion tiene como solucién!?
RI|g\ _ B R
(y10) = Aexp (thlﬁ (yk ) 2) (3.71)

La constante A se puede obtener de la condicién de normalizacién:

Oy w0y = [ 101y Pay™ =1 (672
Obteniendo
1/4
1/4
A= <27§L3> = 12—k . (3.73)
e (1 + > hL3
iy

Si expresamos el valor de a y B en (3.71)

111,05 pasos de la deduccién se muestran a continuacién

R 1,
[y}j’lr 7.[]15,1} _ EZhL'.’) (363)
_RI| AR A LRI A 1. . . .
(GRI|GRIART — ARAgRI|yRI) _ EzhL?’(yf ydty = inLs (yf” —y! ) (3.64)
_ CRI A 1. _
(88" =vf") @ 1A ) = Sint®s (g -yt (3.65)
¢ [ ~R,I R,I
RI . 1. 0\ — Y
@A ") = EZhL3 <~RI RI ) (3.66)
(' - ")
~R,I|~R,I|, R,I 1. 3¢ (~R1I R,I
(G 17 [y ) = —5ihl’s (yk’ fyk’) (3.67)

donde en el dltimo renglén se us6 una propiedad muy conocida de las deltas de Dirac.

12Notesé que [yi] = M'/2L5/2, entonces py en la tiltima exponencial de la funcién de Wigner tiene unidades de [py] =
Ml /2 L3 /2 .
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1/4
2k k
pRI (yf’l,ﬂ) = <y;15'1|0> =7\ expl————— (yf’l) 2 (3.74)
(1 + ) thl3 hL3 <1 + >
kn kn

A partir de ahora dejaremos de usar el simbolo de y; y por comodidad usaremos yy, salvo en los
casos que pueda haber confusién. Procedemos a escribir la funcién de onda en una forma mas
cémoda para obtener su complejo conjugado,

i

wRI (}/115'1177) — Aexp _h]kﬁklﬂ (yllj,l) 24 (3.75)

K22
su complejo conjugado es entonces

. k 1+ ki
yRI (y?'l,iy) = A" exp ~33 7117 (yf’l) Z5. (3.76)

k22

3.4.3 Funcional de Wigner para el modo #j; campo escalar 1

Evaluamos (3.75) y (3.76) en (yf/l — %YIF’I ) y las multiplicamos entre si antes de sustituirlas en
(3:38)3:

1 1 2k 1 i
RI RI\ w+ (. RI RI\ _ A g+
¥, <yk _ EYk ) Tk (yk + EYk ) = AA exp {_hL3 <y% + EYkz + kﬂkak> } ’

obteniendo, luego de la sustitucion,

13Nétese que dividimos el Gltimo exponencial de la funcién de Wigner (3.38) por L3
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k 2 2
RI _RI .\ _ A ax RI
Wy i) = AA exp § =275 11(W) X
_l’_i
K22
K (vR1)
© ()
/ exp{ — 1 X
e 2hL3 <1+k2 2)
. . RIyRI
i 2 R,I\/R,I Y, R
_ 2RIy R —£ K _4Y;>
Py T T e eXp( nL3 k
K22

Usando la férmula de Euler y definiendo una nueva variable v, en la pentiltima exponencial,

Ri v L 2 R
r)/(yk /’7) - hﬂL3 ' ﬁyk
llegamos a
* 2k 1 2
W, ) = AATep{ — | ——— (1) 1 x
o
R R
/_oo dYk exp _ZhL3 ) 1 (Yk ) X
+

r
R,I\ R, R,I R,
T Y, Y

sonf ) s ) s () i ()|

notando que la integral es sobre un intervalo simétrico, los términos impares no contribuiran (se-

ran cero) a la integral. Utilizando la identidad de d4ngulos miltiples del coseno:

* 2k 1 2
W(]/,ijl, ﬂllj/Iﬂ?) = AA" exp —3 171 (yllj,l) «
+
K22
R,I
® k 1 2 R
R,1 . RI o R
/ﬂodYk eXP Y ~ o513 ) 1 (Yk ) Ccos l(ry hL3>Yk ]
T
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Para simplificar la notacién introducimos

ok
2013 (1+ )

entonces el funcional de Wigner es hasta ahora,

RI _RI ] R1\?
Wy ) = AA" exp <—4§ (yk ) ) X
R,I
(e} 2 7-l- 7
[ _drfexp <—§ (v&) ) cos l(v ~ 753 ) Y,ff’] .

Es posible integrar ya que es simplemente la transformada de Fourier de la funcién gaussiana, y

usando

1/4

2k 1

hrL3 1
1+ o
K22

AA* =

llegamos al funcional de Wigner del estado vacio del campo escalar escalado f:

LT

RI\ 2
k
RI _RI 1\ RI\? ( )
Wy, m ) =2 1+k2—172 exp —4§(yk') exp T (3.77)

La funcién de Wigner calculada', (3.77), tiene una forma parecida a la de una funcién gaussiana

bidimensional generalizada, como era de esperarse. Para hacer esto mas claro, acomodaremos

términos!®

1 1/4 2k ”
Wt af ) =2 (1 ) e (< (4))

2 RI_RI (LK) (12
&P (knhb”yk & )eXp< WL (%))

Comparando con

141 a funcién de Wigner es adimensional.
15En este reacomodo se utilizé
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fx,y) = Aexp (= (a(x = x0)? + b(x = x0)(y —y0) + ey~ w0)*) ).,

vemos que la gaussiana esta centrada en (0,0), y sus coeficientes son!®

. C_(1+k2;72)
CmL3 T kyhLl3 T 2nLBKk3p2

la aparicién del término cruzado (es decir, b # 0) es indicativo que los ejes principales de las

secciones transversales de la gaussiana estdn girados respecto a los ejes (yllj’l , n,lf’l ). Estamos in-

teresados en las dispersiones de ambas variables (UyR,I y UpR,I). Para obtenerlas rotaremos los ejes
k k

para obtener una gaussiana bidimensional en su forma normal'” .

Es conocido que la ecuacién de una cénica,

2 2
R,I R,I R,I_R,I R,I R,I
C=ay (yk’) T (nk') + 2010y R R 4 201y R 4 200 TR agy = 0,

se puede expresar de una forma matricial

agp Ao A2 1

_ RI R, RI
C—<1 Y& Pk ) ol 411 412 p ’

R

ap2 A4z ax Px

A la matriz central, que llamaremos A se le conoce como matriz de la conica. De aqui también se
puede definir la matriz A

Se puede demostrar que la matriz Ay define el tipo de cénica y los ejes principales de la misma. La
ecuacion caracteristica de Ay

det(AI — Ag) = A2 — Tr(Ag)A + det(Ay), (3.78)

En nuestro caso en particular

16Las unidades son: [a] = (ML®)"L,[b] = (ML*)"'y [ = (ML®)~!. Las unidades de y}f/l y pf” son [y}f"] =
RIy _
M1/215/2 y [pk ] — M1/213/2,
17Nétese que reescalamos el eje 7t; a IT; = 7 /k e hicimos una simple rotacién (i.e. y;CR’I = yf’l cos O + Hllj’l sen @,
H;{K’I = Hf” cos @ — yf’l sen @)
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apo 0 0
a b/2
A= 0 a b/2 |, Ay = ,
b/2 ¢
0 b/2 ¢

donde a,b y c estdn dados arriba. La ecuacién caracteristica (3.78)) es

b2
A2 —(a+c)A+ (ac — Z) =0.
Se puede observar que ac y b? son dimensionalmente compatibles, pero que a y ¢ no lo son. Para
arreglar esto multipliciremos y dividiremos la variable nllf’l por k. Ahora definiremos una nueva

variable Il = 71115’1 /k, y los coeficientes a,b y ¢ se convierten en

2k 2 1+ k27>
d—a= 2Ky 2 g (tE)
nL3 nhL3 2hL3kn?
teniendo todos los coeficientes unidades de (ML?)~!. La ecuacién caracteristica después del esca-

lamiento es
1 (14 5k*? K2
P (I B I R 7
2<hvm2) +Eo=o (3.79)

con soluciones dadas por la férmula estandar de las ecuaciones cuadraticas'8:

1+ 5k%7% £ /1 + 10k2n2 + 9k*n*

M) yTTET (3.80)
El angulo de rotacién respecto al eje yllj'l , se puede obtener mediante
b
2 =
tg20k = ——,
resultando en
4kn
La ecuacién reducida esta dada por
det A
' R,I I R,I —
)\(+)]/ X +A(_)H P detAg 0, (3.82)

18Las unidades son [A] = (ML?)~!
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donde det A/ det Ay = agp. De aqui podemos observar que la elipse en estas nuevas coordenadas

es una elipse vertical'”. La funcién de Wigner en estos nuevos ejes es

1 1/4 2 >
Wrot =2 <1 + k2112) exp (_)‘(H (y’,lj’l) ) exp (—)\() (H’,Ij’l) ) , (3.83)

donde Wyor = Wior (v ]Ij’l 1T ]If'l ,1). Las dispersiones 20 pueden leerse directamente siendo

1
2 2 _
Uy/ﬁf, = —AH), UH/],;,, —/\(_). (3.84)

3.4.4 Esquema de Colapso a4 la Wigner

En el capitulo, “Critica al origen de la estructura propuesta por la Inflacién|” (cap.[2) , se propone

que los valores medios de yA,((R’I) y ﬁlgy)(R’l) en el estado posterior al colapso adquieran valores alea-

torios independientes, estos esquemas de colapso obviamente estaban ignorando las correlaciones

1 iabl o ~(RI) ~(y)(RI) . 1 . P 4s del prin-
entre las variables canénicas (7,", 7, que impone la mecénica cudntica a través del prin
cipio de incertidumbre de Heisenberg. En esta seccion se propondra una relacién mds natural que
tomara en cuenta la correlacién entre las variables &1 y #¥)(R1) El nuevo esquema de colapso
esta basado en la recién calculada funcién de distribucién de Wigner, y propone un colapso donde

los valores medios de los estados post-colapso estén dados por?!
(RN g = xFD A cos, (3.85a)
(AR g = xBD Ak sen . (3.85b)

Es decir, colapsaran a un valor dado por x(®0) - 1a cual es una variable aleatoria gaussiana norma-

lizada centrada en cero - y con una dispersién AxZ60y, con Ay dada por

Ay =20y =2 | = 4 VRL Kk (3.86)
k=20p = = ’ '
‘ A) \/1 + 5k252 — /1 + 10k252 + 9k*y*

y Oy estard dada por (3.81).La dispersion es elegida basandose en el hecho de que la distribucién
de Wigner del estado vacio de un oscilador armoénico es una funcién gaussiana bidimensional,

19Ya que el eigenvalor menor corresponde al eje mayor. Esto se puede observar de la ecuacién de la elipse vertical
2

2
JC—+y—:1, a>b
b a

20La dispersi6n estadistica de una variable x, tiene unidades de [oy] = [x?]
21Se agregé una k en la segunda ecuacién (3.85b) por la definicién que se hizo del momento conjugado Py para que
tuviese las mismas unidades de yj
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entonces, Ay estd dada por el semi-eje mayor de la elipse definida por la funcién gaussiana bi-
dimensional. Esta elipse corresponde a la frontera de la regién en el “espacio de fase” donde la

funcién de Wigner tiene una magnitud de 1/2.

De esta manera, este esquema de colapso no ignora las correlaciones entre las variables canénicas
que estaban presentes en el estado anterior del colapso (i.e. , el estado de vacio y en todos los esta-
dos), ya que esta informacién estd integrada en la funcién de distribucién de Wigner. La eleccion

de esta funcién para describir estas correlaciones es justificada [ver por ejemplo (10}, 92} 221].

Igualando (2.139) con (3.85) tenemos

V2R (ykd}f’l) = x]((R’I)Ak cos b, (3.87a)

V2R (gkd}}ff ) — xR A ksen, (3.87b)

. ) RI _ (4RI iag RI(\ _
Como vimos en el capitulo 2| es deseable expresar en forma polar a d,.”" = [d,”" |e™, y,”" (1) =

aR, 1
v 1Py g () = I

1%, para indicar esto usaremos un superindice ¢ (de colapso) en los &ngulos B ¥ 7x-

1 R/I . . . .
e’k en particular nos interesan estas ecuaciones al tiempo del colapso:

Recordando ademas que,

R(yedy) = lyelld*" | cos (“;ER'I) + .Bk) / [2.1504]
R(gei) = Igelld" | cos (™ + 7). [2.1506]
llegamos al par de ecuaciones
1
|d,1§’l\ cos(ay + Bx) = WXE,IAI{ cos®, (3.88a)
k
LRI
|df’1 cos(ag + k) = —=—x;" Agksen®. (3.88Db)
V2|g]
Es posible reescribir ¢ () v yx (1) en forma polar,
/1 1+ k?n? B 1
)l = o (kn C B [l ancig ()], tAESR
k T
g = \E n=—(kn+73) PREYS
Usando las identidades trigonométricas
cos? (arctg x) = 1 sen? (arctg x) = i (3.89)
1+ x2’ 1+x2
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Las ecuaciones (3.88) quedan ahora

|

1
\/m {cos(rxk —ky)kn + sen( — kq)} = NG x,Ij/IAk cos @ (3.90a)
1
\df’1| sen (0(1151 kq) = Vil xllf’IAkk sen6 (3.90b)

Sustituyendo (3.90b) en (3.90a), obtenemos una expresién para ]dﬁ'l |:

R
X, Ak 1

ARl — _~k . ( 1+ k212|er| cos§ — k Sene) 301

& V2lyillgk| cos(af! — kn)ky \/7’7|gk| (k| (3.91)

insertando esta ecuacion en (3.90b)

R ky sen6
’I —_ = L
(ock kn) = arctg (k cos —se 9> , (3.92)

Usando de nuevo las identidades (3.89), podemos expresar cos(a — k1) y sen(a — k77) de la forma
siguiente

kn cos6 — sen6

cos(ay — k , 3.93a
(o —fop) = k2% — 2kij cos O sen 6 + sen? 0 (3.952)
kn sen6
sen(ax — k 3.93b
(o = ko) = k252 — 2kn cosfsen§ + sen? § ( )
Entonces podemos expresar (3.91) como
AIVE

3| = ko 7% — 2kn cos 0 sen 6 + sen? 0 (3.94)

El valor de expectacién del momento conjugado de g?pk en el estado post-colapso |Q)) es

=/ _ ’87k| R R ] I

<(5(pk>0 == [\dk | cos (zxk + 7+ Ak) + i|dy | cos (ock + 7+ Akﬂ , [2.154]

donde sera bueno recordar que 7y no estéd evaluada en 17 y Ay = k(1 — 1) es el tiempo transcurri-
do desde el colapso. Insertando (3.94) en el valor de expectacién del estado post-colapso

(%9 = \@;mi\; (k' +xt)

[k2n|yk| cos Ay sen 0 + sen Ay <|gk| cos 04/1 + k212 — k|yx| sen@)] , (3.95)
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usando una vez mds las identidades trigonométricas (3.89) pero ahora aplicadas al angulo ®j (3.81)
y sustituyendo (3.86) en esta expresién llegamos a

2 knevVhL3k xR +ix]
. v -
ale) (141022 + 9Kkn)* | /14 5Kz — /T + 108252 + 9Ky

(6fr)a =

{ cos Ak\/ V1 10K22 1+ 9Kty — 14 3k252 +

sen A [\/\/l + 10k%52 + 9k*yt + 1 — 3k?n2—

1
- 252 44 2,2
ch\/\/1+10k nz + 9k — 14 3k%y? ]}

(3.96)

Ahora tomaremos el valor medio del ensamble imaginario de universos del cuadrado de <3<\p;(>0 (cf.
§2.7.3| para una mayor explicacién) , dejando afuera el factor de 1L3k/4a?, y lo denominaremos
Cwi gner (k )

3227 1
1+1022 + 92z 1+ 522 — /1 + 1023 49z}

AN 2
{ [\/14-102%—}—92%—14-32%] (cosAk—serZ1 k) +
k

sen® Ay [ 1+ 1027 + 9z — 323 — 7] + 824 cos Ay sen Ak}, (3.97)

CWigner (k) =

donde se ha reemplazado k#; (k) por z. Por lo tanto la cantidad observacional (2.161) es

s2h /CWigner<x/RD)
X

2 T (x/Rp)?jf (x)dx. (3.98)

|’le|%VIL =

Con esta expresién podemos comparar las predicciones de este esquema de colapso con las ob-
servaciones, andlisis que se hard en la seccién Antes de hacerlo, es preciso recordar que los
resultados observacionales estdndar son obtenido si la funcién C es una constante, y para poder
obtener una funcién constante, en este, o en los otros esquemas estudiados hasta ahora, parace
haber s6lo una opcién: que zj sea independiente de k indicando asi, que el tiempo de colapso para
el modo k, 7;; dependa de inversamente de k, 7; = z/k, donde z es constante e independiente de k.
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3.5 Comparacién de los diferentes esquemas de colapso y las observaciones

Hemos estudiado tres diferentes esquemas de colapso, teniendo todos ellos diferentes compor-
tamientos al tiempo de colapso 77; sobre el nuevo valor de expectacién del estado posterior al
colapso. En el primer esquema propuesto en [170] y estudiado en el capitulo[2} ambos, el valor de

‘4 5(RI) ‘4 : ~ (V) (R1)
expectacion del campo escalado 7, y el valor de expectacién del momento conjugado 7;;
en el estado post-colapso, |()), estan distribuidos aleatoriamente en los respectivos rangos de las
incertidumbres del estado pre-colapso y no se encuentran correlacionados. De una manera més

precisa el valor al tiempo 7} estd determinado por

(0 )y = 0 (™) (A ) =¥ (arPD), 99)

y su espectro de potencias resultante es

2 1
Ci(k) =1+ S sen” A + — sen(24y). 2162
Zy k

El segundo esquema de colapso, también propuesto en [170], tiene la forma

B0 0)) =0, (A ) = 0 (an®0Y, (3.100)

estd inspirado en el hecho, que en la ecuacién s6lo el momento conjugado del campo in-
flaténico aparece como fuente??, por lo tanto, su valor de expectacion cambia de cero a otro valor
dado por el rango de incertidumbre del momento conjugado en el estado vacio, por otra parte,
después del colapso, el valor de expectacién de #j; permanece sin cambio, i.e. , es cero. Su espectro

de potencias es

1 1
Ca(k) = 1+ sen® Ay (1 - 2) 5 sen(2Ay). [2.163]
Z k
k
El altimo esquema estudiado (ver seccién[3.4) y propuesto por vez primera en [45] es, en el sentido
siguiente, mas natural, ya que toma en cuenta las correlaciones entre los valores de expectacion
del campo y de su momento conjugado en el estado anterior al colapso, tal como es codificado por

la distribucién de Wigner.

<g,<ff” (;7;)>Q — xF AL cos O, <ﬁ,£R'” (17,5)>Q — x®D A ksen @, (3.101)

donde A estd dado por el semi-eje mayor de la elipse caracterizada por la funcién bidimensional
gaussiana definida por la frontera en el “espacio de fase” donde la funcién de Wigner tiene una

22Recuérdese que esta ecuacion es sélo a primer orden, a 6rdenes posteriores ambos valores de expectacién aparecen,

VerE]
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magnitud mayor a 1/2 y Oy es el dngulo entre este eje y el eje de yllj’l . Aqui repetimos su espectro
de potencias (3.97) para ayudar a la comparacién:

2
3222 1

\/1+1022 + 92z} 14522 — /141022 + 9z}
A 2
{[./1+10z§+9z§—1+3z§] (cosAk—Serz1 ") +
k

sen® Ay [, /141022 + 9z} — 3z — 7] + 824 cos Ay sen Ak}. (3.97)

Podemos ver que la expresion Cwigner (ecuacion (3.97) es mas complicada que la de C; (ecuacion

2.163) y que la de C; (ecuacion[2.162).
(R,I)

En todos los esquema x; ,"’ son variables aleatorias caracterizados por una distribucién Gaussiana

CWigner (k) =

centrada en cero y con dispersién uno.

A pesar del hecho de que la expresion para Cyygur aparece mucho mds complicada que C;, su
dependencia en zj es muy similar, excepto en la amplitud de las oscilaciones. (ver figuras[3.2y[3.3).
Otro hecho interesante que puede ser detectado en el comportamiento de los diferentes esquemas
de colapso se observa al considerar el limite z; — £co. Asi vemos que Cy(k) — 1 recuperando

el espectro invariante de escala estandar, mientras que C; (k) 0 Cyyigner (k) no tienen un limite bien

definido (ver figuras[3.2]y B.3).

3.5.1 Un tnico colapso

Nuestro objetivo, en esta seccién es comparar estas gréficas con el espectro invariante de escala
predicho por Harrison- Zel’dovich y que es generado por varios modelos inflacionarios (i.e. un
valor constante para 2/( + 1)|a;,,|?) y no directamente con el espectro observado. En el anélisis si-
guiente nos concentraremos en el espectro primordial e ignoraremos los efectos de la fisica que co-
rresponde al recalentamiento y a las oscilaciones actisticas (representadas mediante las funciones
de transferencia 7 (k), cf. §2.5). Un estudio considerando los efectos tardios con datos empiricos
requeriria un andlisis que estd fuera del alcance de esta tesis.

Recordemos que C(k) encapsula todos los detalles del esquema de colapso en el espectro de po-

tencias observacional.

El espectro de potencias observado es recuperado tomando C(k) = 1. Dado esto, podemos investi-
gar en particular que tan sensibles son las predicciones de los diferentes esquemas, ante pequefios
desvios del caso en el cual z; es independiente de k, que, como se argumenté arriba, nos lleva a una

concordancia precisa con el espectro de potencias estandar. Para poder llevar a cabo este andlisis,
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Figura 3.1: C; del esquema de colapso independiente, en el ambas variables de campo ]QIER’I) y ﬁ,((y)(R’I) colapsan a un
valor aleatorio de manera independiente de la incertidumbre del estado de vacio.
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Figura 3.2: Cyyjgne, esquema de colapso de Wigner. Este esquema propone una correlacion entre los valores posteriores
al colapso determinada por la distribucion de Wigner del estado de vacio.
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Figura 3.3: Cyyigner, esquema de colapso de Wigner. Este esquema propone una correlacion entre los valores posteriores
al colapso determinada por la distribucion de Wigner del estado de vacio.

debemos de evaluar las integrales (2.161) para los esquemas de colapso caracterizados por las fun-
ciones C1(k), Ca(k) y Cwigner (k). Serd conveniente definir la cantidad adimensional Zy = xN(x),
donde x = kRp y N(x) = ’7k /Rp. Se supondré lo siguiente: (a) La evolucién de las cantidades

de interés (e.g. (@k>) desde el colapso hasta el final de la inflacién, es mas significativa que la
evoluciéon desde el fin de inflacién hasta nuestros dias, entonces usaremos A, = —Zy; (b) Para ex-
plorar la robustez del esquema ante pequefias desviaciones de “la receta z; es independiente de k”
considerando perturbaciones lineales de esto, caracterizadas por Zy as Zy = A + Bx. Notese que

en estas unidades A y B son adimensionales.

Las figuras yB.g reflejan la manera en la que el espectro se comporta como funcién de I,
debemos recordar que la prediccién estandar (ignorando fisica tardia como las oscilaciones del
plasma) es una linea horizontal. Estas gréficas representan varios valores de A y B elegidos como
muestra para cubrir un dominio relativamente amplio. Las gréficas y muestran la

forma del espectro para varias elecciones del valor B manteniendo el valor de A fijo.

Como se observo antes, el comportamiento de C; (fig.(3.5) y Cwigner (fig.[3.6) es cualitativamente
similar, siendo su principal diferencia las amplitudes de la oscilacién del funcional.

De estos resultados podemos obtener algunas constricciones razonables a los valores de A y B para
los diferentes esquemas de colapso. En el estudio numérico realizado se exploraron diferentes
valores de Ay B, A = {0,0001, 0,01, 1, 10,1000} y B = {0,0001,0,001,1,10}. Para cuantificar la
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Figura 3.4: Grdfica semilogaritmica de |ay,,|?(Cy (k)) para diferentes valores de (A, B) representando que tan robusto

es el esquema de colapso cuando se desvia de zj, constante. La abscisa es el multipolo | hasta | = 2600.
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Figura 3.5: Grdfica semilogaritmica de |ay,,|?(Co(k)) para diferentes valores de (A, B) representando que tan robusto

es el esquema de colapso cuando se desvia de zj, constante. La abscisa es el multipolo | hasta | = 2600.
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Figura 3.6: Grifica semilogaritmica de |oy,, |2(Cwl-gner (k)) para diferentes valores de (A, B), representando que tan

robusto es el esquema de colapso cuando se desvia de zy constante. La abscisa es el multipolo | hasta |

2600.
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(0 Ci(k), A=1 (d) Ci(k), A=10

(e) C1(k), A = 1000

Figura 3.7: Grdfica mostrando como la integral de |ay,,|>(Cy) varia con respecto a cambios en B (10~* — 10), mante-
niendo A fija. Ambos ejes B y | estdn en escala logaritmica. Ver el texto para una explicacién mds extensa.
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(0 Ca(k), A=1 (d) Cy(k), A=10

(e) Ca(k), A = 1000

Figura 3.8: Grdfica mostrando como la integral de |ay,,|>(Cy) varia con respecto a cambios en B (10~* — 10), mante-
niendo A fija. Ambos ejes B y | estdn en escala logaritmica. Ver el texto para una explicacién mds extensa.
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(o) CWigner(k)/ A=1 (d) CWigner(k)/ A=10

(e) Cwigner (k), a = 1000

Figura 3.9: Grdfica mostrando como la integral de |a,, \Z(CWigner) varia con respecto a cambios en B (1074 — 10),
manteniendo A fija. Ambos ejes B y | estdn en escala logaritmica. Ver el texto para una explicacién mds extensa.
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robustez del esquema de colapso se utilizé simplemente una desviacién de la siguiente forma

2
1 I=lnax 1
Y1 [l(l +1) Gy L |0¢lm|fozap50 - 5}
S 7

(3.102)

donde S representa el espectro plano dado por S = ; mla = Zil{”” (11 + 1)ﬁ2m |as u]?). Se consi-

derard que una desviacién aceptable es aquella menor a 10 % ,i.e. 4, < 0,1, donde Linax = 1500.

Haciendo el andlisis numérico, obtendremos, para los diversos esquemas de colapso los rangos

permitidos correspondientes para A y B. Los resultados de este andlisis son presentados en la

tabla[3.3

Tabla 3.1: Valores de A y B para los cuales se obtuvieron los
mejores desempefios de la robustez de los diferentes esquemas

de colapso.
Esquema de colapso A B A, (%)
C1 10 1 0.195523
@) 1000 1  0.208227
Cwigner 0.0001 10 0.162458

El mejor comportamiento de cada uno de los diferentes esquemas de colapso se muestran en la
tabla Hay que mencionar que se obtuvieron varios valores que cumplian con la condicién
Aj,.. <0,1: Cq tuvo 15 (y se podria considerar uno més que apenas sobrepaso el 10 % de desvia-
cién), C2 12 'y Cyyjguer 10 (aunque en este tltimo esquema de colapso hay tres valores mas apenas
por encima del 10 %). Los peores valores de A y B son mostrados en la tabla[3.2]

Tabla 3.2: Valores de A y B para los cuales se obtuvieron los
peores desemperios de la robustez de los diferentes esquemas de

colapso.
Esquema de colapso A B A, (%)
C1 0.0001 0.001 28.3844
G 1000 0.001  56.2369
Cwigner 1000 0.001  56.2646

Presentando la informacién de la tabla [3.3|en gréficas por esquema de colapso se puede extraer
maés informacién sobre los mismos. Las figuras B.Id]y tienen escalado logaritmicamente
el eje x, el cual representa los distintos valores de B. El eje vertical representa el porcentaje de
desviacion (ecuacion[3.102), i.e. Ay, x 100.

Primero se presenta la gréafica que muestra el desempefio del esquema de colapso uno (figura [3.10).
En esta figura podemos notar que el peor comportamiento ocurre en B = 0,001 indistintamente

del valor tomado por A, esta caracteristica aparecerd en todos los esquemas de colapso. También
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Tabla 3.3: Robustez del espectro de los diferentes esquemas de colapso cuando los pardmetros (A, B) son variados entre
1074 < A<108 y 10~% < B < 10. Los mejores valores estdn resaltados.

Ajax % 100
A B G (k) @) (k) CWigner (k)
0.0001 0.0001 | 6.63019 7.92849 10.0763
0.0001 0.001 28.3844 53.9872 47.3616
0.0001 1 0.288273  0.423473  0.506768
0.0001 10 0.301883  0.249129 = 0.162458
0.01 0.0001 | 6.84475 8.12093 10.2874
0.01 0.001 28.3706 54.2265 47.494
0.01 1 0.282546  0.277929  0.359852
0.01 10 0.301614 0.251313  0.165756
1 0.0001 | 10.1258 21.8266 18.445
1 0.001 21.3117 50.6328 34.1731
1 1 0.247444 0.312876  0.358535
1 10 0.341509  0.443572  0.394309
10 0.0001 | 1.67782 18.4953 19.3128
10 0.001 15.8869 46.1397 45.1946
10 1 0.195523 0.917963 0.51842
10 10 0.384265  0.445398  0.430548
1000  0.0001 | 0.44236 28.9085 28.9273
1000  0.001 1.58567 56.2369 56.2646
1000 1 0.394892 = 0.208227  0.197662
1000 10 0.402706  0.434914  0.445794
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se advierte en esta gréfica la existencia de un valor de A (A = 1000) el cual se ve poco afectada
por el cambio de B en el rango estudiado (B € [0,0001, 10]). Otra caracteristica a observar es que el
comportamiento numérico de los valores de A = 0,0001 y A = 0,01 son casi indistinguibles con la
resolucién mostrada en la figura en rango de B explorado (aunque muestra ligeras desviaciones
para valores de B mayores, cf. ver las gréficas[3.13]) este comportamiento (justamente en los mis-
mos valores de A) estara presente en los esquemas de otros dos esquemas de colapso, por tltimo,
en la grafica de C; ensefia que a medida que A toma valores mayores las restricciones sobre B se
hacen mas débiles.

25
20
= ]
-— -
M 154
2
A 10—'/
5 ]
:f_—________________
O_I T T T T T
de—3 de—2 de—1 A 1 10

A= 1048{—A4})
A=104—2)
A=l

A=10
A=1000
Referencia

Figura 3.10: Desemperio del esquema de colapso 1. La figura muestra las desviaciones de C(zy), respecto al espectro
plano, para diferentes valores de A y B. El desempefio deseable estd definido mediante Ay, < 0,1 que estd representado
en la figura con una linea recta horizontal con la leyenda “Referencia”. Valores por abajo de la linea de referencia son
desemperios aceptables.

La graficas para los esquemas C; (figura3.11) y Cyigper (figura3.12) son muy parecidas entre si (co-
mo se comentd antes en este capitulo). Las diferencias que se pueden mencionar en el desempefio

del esquema de Wigner respecto al del esquema de colapso dos son: (a) el peor de los desempe-
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fios ocurre en B = 0,001 en ambos esquemas de colapso, pero el de Cyigner €s mejor que el de
C, por una diferencia del casi 10 %, en A = {0,0001, 0,01}, de casi el 15% para A = 1, pero para
los valores superiores de A(10 y 1000) esta brecha se cierraa 1% en A = 10 y se invierte (-1 %)
en A = 1000, (b) para los valores de B = 0,0001 y cualquier valor de A (exceptuando A = 1) su
desempertio es ligeramente peor que el del esquema dos.

3

Delta x 100

V8] ]
I |o |o I I

°

de-3 de—2 de—1 A 1 10

A= 1048{—A4})
A=104—2)
A=l

A=10
A=1000
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Figura 3.11: Desemperio del esquema de colapso 2. La figura muestra las desviaciones de C(zy), respecto al espectro
plano, para diferentes valores de A y B. El desempefio deseable estd definido mediante A;, - < 0,1 que estd representado
en la figura con una linea recta horizontal con la leyenda “Referencia”. Valores por abajo de la linea de referencia son
desemperios aceptables.

Al comparar las actuaciones de los esquemas de colapso dos y de Wigner con el esquema de
colapso uno se encuentran muchas similitudes, pero algunas diferencias resaltan inmediatamente:
(a) el peor desempefio ante desviaciones de la receta mencionada (que también se da en B = 0,001,
cf. tabla es casi el doble comparado con el obtenido con C; ( ~ 55 % contra el ~ 29 %), (b)
la inexistencia de un valor de A para el cual independientemente del valor de B -en el rango

estudiado- se obtenga un desempefio dentro de lo deseado (4;,,. < 0,1) y (c) la carencia de la
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relajacién del valor de B necesario para cumplir con el desempefio aceptado para valores mayores
de A.

Para recuperar el rango de tiempos de colapso para los diferentes valores de A y B, para lograrlo,
despejamos 77; de N(x) = A/x + B, obteniendo |17;(k)| = A/k + RpB, Rp es el radio comdvil de
la LSS. Considerando geodésicas nulas radiales llegamos a Rp = 79 — 74, donde 7, es el tiempo
del desacople. El desacople ocurre bien entrada la época de dominacién de materia, por lo que

podemos usar la expresién de Rp en términos del factor de escala de la época de materia,

Rp = Hio (1—/ag), (3.103)

donde se normaliz6 el factor de escala de tal manera que en la actualidad es ap = 1, entonces,
ag = a(ny) ~ 1073 y Hy es la variable de Hubble hoy. Su valor numérico es 5807,31 h~!Mpc. Por
lo tanto,

A 2B
(k)| = §+g0(1—\/@- (3.104)

Entonces, podemos usar esta férmula par calcular los tiempos de colapso de los modos interesan-
tes que observamos en el CBR, en particular el rango entre 103 Mpc’1 <k<l1 Mpc’l. Estos
modos cubren el rango de multipolos [ de interés: 1 < [ < 2600, donde usamos la relacion??
I = kRp. Los tiempos de colapso del modo k indican el momento en que las inhomogeneidades y
anisotropias emergieron a la escala correspondiente a k. Los tiempos de colapso se ven en la figura

(3.14) para los mejores valores de (A, B) dados en las tablas 2* .

Podemos observar que los esquemas de colapso newtoniano y de Wigner, presentan una caida en
el espectro de potencia conforme / se incrementa. Es importante notar que esta caida es atribuida
en la interpretacién de los datos del CMB [148], a efectos de extinguimiento (Damping Effect®® en
inglés), debidos a que la superficie de tltima dispersiéon no es instantanea [9], [52} cap. 8], [157,
cap 15, 18]. Como se observa en la figuras para algunos valores de (A, B) obtenemos una
fuente adicional de “extinguimiento” debido a las fluctuaciones en el tiempo de colapso alrededor
de 77;k = constante. Se espera que el satélite PLANCK proverd con mayor informacién sobre el
espectro para mayores valores de I, lo cual proverd constricciones en los pardmetros (A, B). Ade-
mads, creemos que es posible distinguir entre los dos efectos, debido a que en nuestro modelo para
los pardmetros en los cuales se predice un extinguimiento adicional, también predice un “rebote”

para valores ain mayores de [ (cf. figs. B.6).

2La relacién aproximada entere la escala angular @ y el multipolo ! es 6 ~ 71/1. La escala angular comévil d 4, entre
nosotros y un objeto de tamaro fisico lineal L, esd4 = L/(af). L/a ~ 1/k, d4 = Rp si el objeto estd en el LSS, y usando la
primera expresién de este pie de pagina, obtenemos | = kRp.

24E] lector debe de recordar que nuestra parametrizacién del régimen infalcionario tiene el tiempo conforme desde
numeros grandes negativos hacia nimeros pequefios negativos.

ZEste efecto es basicamente un extinguimiento para la densidad de fotones en la escala k al tiempo de desacople por un
K2 /K3,

factor de e , donde kp es una escala de difusién que depende en la fisica de las colisiones entre electrones y fotones.

Acordemente, el espectro C; es extinguido como ¢*/15 donde Ip ~ kpda(ns) ~ 1500, para parametros cosmoldgicos
tipicos.
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Figura 3.12: Desemperio del esquema de colapso “de Wigner”. La figura muestra las desviaciones de C(zy.), respecto
al espectro plano, para diferentes valores de A y B. El desempefio deseable estd definido mediante A;, < 0,1 que estd
representado en la figura con una linea recta horizontal con la leyenda “Referencia”. Valores por abajo de la linea de
referencia son desemperfios aceptables.
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Figura 3.13: Desempeiio de los esquemas de colapso newtoniano y “de Wigner”. La figuras muestran las desviaciones
de C(zy), respecto al espectro plano, para diferentes valores de A y B.Ambos ejes estin escalados logaritmicamente. El
desempefio deseable estd definido mediante A, < 0,1 que estd representado en la figura con una linea recta horizontal
con la leyenda “Referencia”. Valores por abajo de la linea de referencia son desemperios aceptables.
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Figura 3.14: Grificas con escala logaritmica en ambos ejes, de los tiempos de colapso || (en segundos), para los tres

esquemas tomando en cuenta solo los mejores valores de (A, B) en el rango de 1073 Mpc~—! < k < 1 Mpc~'. en estas
grdficas: h = 0,7.
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Dado un k se puede comparar el valor del factor de escala en el tiempo de colapso (1), con el
factor de escala al momento del “cruce del horizonte”? a,{{ . El “cruce del horizonte” ocurre cuando

la longitud que corresponde al modo k tiene el mismo tamario que el radio de Hubble, H1_1 (en

coordenadas comoéviles k = aHj), entonces, af = 11(17,51 ) = HLI = Sﬁév. Entonces el radio entre el
factor de escala en el momento de cruzar el horizonte para el modo k y factor de escala evaluada

en el tiempo de colapso para el mismo modo es

H
a
é = knf(k) = A+ BRpk = A + BL. (3.105)
Usando los mejores valores para los diferentes esquemas de colapso, podemos graficar los e-folds
transcurridos entre el colapso del modo y su cruce de horizonte. Como podemos observar en la
figura (3.15) esta cantidad cambia —a lo mucho- en un orden de magnitud en el rango de k para los
valores de A y B que consideramos mds razonables, i.e. af! > a¢, el tiempo de colapso 77¢ ~ 10~ 3,/

en este rango.

3.5.2 Multiples Colapsos: caso coherente

En esta seccién estudiaremos cémo afecta al espectro de potencias predicho por cada esquema de
colapso si ocurriesen varios colapsos. Para simplificar el andlisis supondremos que el estado post-
colapso es un estado coherente y que fodos los colapsos ocurren durante la época inflacionaria.

Estados Coherentes. ~ Un estado coherente es un tipo especifico de estado del oscilador arménico
cuya dindmica es muy parecida a la de un oscilador arménico clasico. Los estados coherentes se
definen como los eigenestado del operador de aniquilacién 4,

alg) = ¢l€),

donde como 4 no es hermitico ¢ es un niimero complejo no necesariamente real y puede ser re-
presentado por & = |¢|e'X, donde |¢| es la amplitud y x la fase del estado. Fisicamente la férmula
recién mostrada implica que un estado coherente no se ve afectado por la deteccién o aniquilacién
de una particula. En los estados coherentes, el principio de incertidumbre toma su minimo valor,

1
i.e. el producto de las incertidumbres de p y g toman su minimo valor ApAg = Eh'

Exceptuando el estado de vacio, todos los estados coherentes pueden ser obtenidos desplazando

el estado vacio |0) en el espacio de fase del modo k usando el operador unitario D(&) = exp(éat —

&ra):

26En la explicacién esténdar marca “la transicién de clasico a cudntico” (Capitulo
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Figura 3.15: Grdficas semi logaritmica del niimero de e-foldings entre afl y af para los tres esquemas, tomando en
cuenta solo los mejores valores (A, B). El rango de interés es 10~ Mpc~! < k < 1 Mpc~'. En estas grdficas: h = 0,7.
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Esquemas de colapso y estados coherentes ~ Usando las simples propiedades de los estados coheren-

tes podemos calcular los valores de dl(< 7 ), CI(CIZI) y e](cRgI , (ecuaciones2.137)) para el caso cuando el

estado postcolapso es un estado coherente [£),

d(lzl) _ gl(cR,I), (3.106a)

2
C}({ & (CkRI)) ) (3.106b)
(RI) ’@((RI)’ (3.106¢)

Como podemos observar, los cdlculos que involucran los valores de expectacién o sus incertidum-
bres, son los mismos para los estados coherentes, tan sélo haciendo la sustitucién d,((R’I) — ¢ ,ER’I),
de hecho todas las propiedades de los estados coherentes estdn determinadas por el valor ¢i. En-
tonces, los valores de expectacién para los estados coherentes son (ver la ecuacion|2.150)
(R,I R,I RI R,I R,
<y,(< )>5 =V2R (ykélg )) =2 ‘y,ﬁ ) ‘ ‘C,(( ) ‘ cos (uc](( )+ ﬁk) , (3.107a)
A(RI (R, 1 R,I R, R,I
(2" )e = V2R (g™ = va[gl* | g™ cos () +7¢), (3.107b)

y las dispersiones son (comparar con la ecuacién [2.140)

(A}?I(CR,I))2 - (y% (gl(cR,I))2> N % i (th ) ‘515 ,

) 20 (5)’

€
1
= 5 L) 2, (3.1082)
L(RIN2 rRVZ) 1 RI)|? R\
(an®), = (g (")) + 3l (22| ) — 2% (seci™”)
1
= 5 Ik AL (3-1055)

Observando este dltimo resultado podemos decir que las incertidumbres de los estado coheren-
tes son las mismas que las del estado de vacio. Este resultado es independiente de si se trata de
un estado post-colapso o no. Otra caracteristica importante es que conforme el tiempo pasa, las

incertidumbres en la posicioén crecen, pero no asi en el momento conjugado (ver eq.[2.149).
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Esquemas de colapso. ~ Para el esquema de colapso independiente (2.147) en su n—ésima colapso,

tenemos que

hL3 1 /hL 1+ 22
Nz =3 18| = 5 VAKL?, Ny, = xln\/ | Tk ( z2 n>‘

Sustituyendo estas expresiones en el valor medio del producto de valores de expectacién del mo-

mento conjugado para n—colapsos (3.34) obtenemos, por ejemplo para dos colapsos

T\~ \  hI? 1({1+z 1 (1422
<5§0k> <5ka*> = W{A%k+3’§k ( 7 2) +A1k+Bkk ( - 1) } (3.109)

2 1

Sustituyendo esta expresion en (2.158) podemos observar que la cantidad C(k) para dos colapsos
en este caso es la suma de dos funciones similares C! (k) + C?(k) del tipo (2.162), siendo la dife-
rencia entre C! (k) y C2(k) los tiempos de colapso. Este comportamiento (superposicién de dos

funciones ondulatorias) se repetird para n—colapsos obteniendo C(k) =Y, C" (k).

ara el esquema de colapso newtoniano, el resultado es similar. La “receta” para el (n -ésimo
P 1 d 1 t 1 Itad lar. La “ ta” 1 (n+1

queda definida por

RI
N, x2

1
| (i) = 3ViKL3, Nl =0,

n

usando la ecuacion (3.34) se obtiene una expresién muy sencilla

(590) (001} = m s K, A G.10)

la cual presentard el mismo comportamiento para n colapsos que el esquema independiente para
C(k),i.e.C(k) =Y, C"(k).

El comportamiento del espectro de potencias C (k) para n colapsos con el esquema de Wigner (cf.
NRT dados por li ) presenta un comportamiento similar al de los esquemas anteriores.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

A lo largo de este trabajo de tesis se ha analizado el surgimiento de las inhomogeneidades primor-
diales que dieron origen a la estructura cosmolégica que observamos hoy. La explicacién estdndar
es que las fluctuaciones cuénticas del inflatén siguiendo la evolucién del sistema Einstein-Inflatén
cruzan el radio de Hubble y en ese momento el investigador iguala las incertidumbres cudnticas
con fluctuaciones estadisticas, siguiendo las ideas de Decoherencia [105H108} [178]. En la literatura
esto se conoce como la transicion cudntico-cldsica. El lector reconocerd que este problema esta rela-
cionado con el el problema de la medicién de mecdnica cudntica también conocido como problema de la

macro-objetificacion.

A diferencia del enfoque basado en Decoherencia, en este trabajo de tesis se estudio las diferentes
implicaciones de la hipétesis del colapso propuesta por Perez, Sahlmann y Sudarsky|en [170]. EI co-
lapso se supone inducido de alguna manera por la gravedad y corresponde a un proceso R en la
notacién de |Penrose| [166H169]. El colapso imprime en el campo gravitatorio la inhomogeneidad
que veremos reflejada en el CMB, esto se logra ya que el colapso rompe la simetria del estado va-
cfo. Puesto de manera diferente, en el andlisis estdndar se intenta justificar la identificacién de las
correlaciones de dos puntos cudnticas con correlaciones estadisticas clasicas, sin romper la unita-
riedad de la evolucion del sistema Einstein-Inflatén. La evolucién unitaria en este caso preserva
las simetrias originales del estado de vacio (homogeneidad e isotropia), lo cual permite que uno
se pregunte entonces ;Como se terminé en un estado inhomogéneo y anisotrépico? Es aqui donde
la hipétesis del colapso muestra sus ventajas sobre el enfoque tradicional: no s6lo intenta explicar
la aparicién de una estadistica clésica, sino que ademads explica el origen de la inhomogenidad (el

estado post-colapso no tiene por qué ser homogéneo e isotrépico).

En este trabajo de tesis se ha considerado varios esquemas ad hoc de colapso del campo cudntico in-
flacionario como posibles explicaciones del problema del origen de las semillas de la formacién de
estructura cosmolégica. Se estudiaron a mayor profundidad los esquemas de colapso newtoniano
e independiente (cf. y [170]) y ademads se propuso un nuevo esquema de colapso basado en
el funcional de Wigner (cf. §8). El esquema de colapso de Wigner respeta la correlacion que existe
entra variables conjugadas canénicas cuénticas y que fue ignorada en los dos primeros esquemas

de colapso, por lo que se puede decir que tiene mayor motivacién fisica que los anteriores.

Los colapsos, en todos los esquemas estudiados, se suponen inducidos o provocados por un efecto
gravitacional. El rompimiento de la evolucion unitaria que estos esquemas de colapso conllevan,

es congruente con la posicién de que hay que modificar a la mecénica cuantica estindar cuando se
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toma en cuenta a la gravedad [48-50, 74} 161} 162} [166H169] [210]. En esta tesis no se discutieron con
profundidad estos temas y solo nos concentramos en los aspectos fenomenolégicos del problema.

Los diferentes esquemas de colapso fueron analizados y desarrollados para que sus consecuencias
observacionales pudieran ser comparadas con los datos obtenidos de los estudios del Fondo Cos-
mico de Micro-ondas (CMB). Estas comparaciones ilustraron varios puntos dignos de mencionar:
Primero, dependiendo de los detalles del esquema de colapso y de sus pardmetros, su efecto en
el espectro de potencias resultante puede ser muy diferente del espectro plano de potencias que
se espera resulte de inflacién. Claro que esta diferencia o separacion del espectro de potencias
plano se puede —y se obtiene— en los estudios de la comunidad inflacionaria con modificaciones
del slow-roll o considerando diversos potenciales, pero en este estudio las diferencias surgen solo
de considerar los detalles del esquema de colapso cuéntico, el cual, desde nuestro punto de vista
es necesario para comprender de una manera satisfactoria la emergencia de la estructura desde las
fluctuaciones cudnticas.

El estudio de los esquemas de colapso al compararlo con las observaciones (en particular con el
espectro plano de Harrison- Zel’dovich (HZ)!) impuso condiciones sobre los tiempos conformes
de colapso para recuperar el espectro HZ: los tiempos de colapso (en tiempo conforme) por modo deben
de satisfacer ik = constante. Esta restricciéon permitiria comprobar algunos mecanismos de colapso
tal como se hizo preliminarmente en [170]. La extensién de este estudio de mecanismos de colapso
se estd haciendo actualmente por parte del autor de esta tesis.

La naturaleza estocéstica del colapso hace muy improbable que se cumpla con exactitud la con-
dicién 7k = constante, por lo que hemos estudiado la robustez de los esquemas de colapsos es-
tudiados. Con este fin hemos considerardo desviaciones lineales de comportamiento de 77;; como
funcién de k, i.e. , hemos explorado en los tres esquemas de colapso los efectos de tener tiempos
de colapso dados por 17y = A/k + BRp. Los resultados de dicho estudio se presentaron en
donde se mostr6 que los diferentes esquemas de colapso se desvian de manera diferente del espec-
tro plano de potencias, por ejemplo el esquema newtoniano y el de Wigner producen una caida

natural en el espectro para [ grande.

Se analiz6 también el efecto en el espectro de potencias debido a multiples colapsos ocurridos
durante la época inflacionaria. Para llevar a cabo este andlisis se encontraron las férmulas para
n—colapsos, de estas expresiones se observé que el espectro de potencias para el caso de n—colapsos
es como la suma de n expresiones de espectros de potencias de un solo colapso ocurriendo a dife-
rentes tiempos de colapso.

Sin embargo, la conclusién mas importante, ilustrada por este trabajo de tesis, es que enfocdndose
en problemas que se pueden pensar como filoséficos o de principios, se ha encontrado la posi-
bilidad de estudiar problemas que pueden mostrar algunos aspectos de lo que posiblemente sea

nueva fisica.

Actualmente se estd extendiendo este andlisis de diversas maneras, entre las que podemos nom-
brar colapsos miultiples para el caso en que el estado post-colapso sea un estado apachurrado (sque-

1Como se coments en el mpitulo@ el espectro plano es observacionalmente visible para valores pequefios en el mul-
tipolo I (dngulos grandes), para ! mayores aparecen efectos sobreimpuestos relacionados principalmente con fisica de
plasmas.
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zee) (a diferencia del trabajo presentado en esta tesis que fue para estados post-colapso coherentes)
[114], mecanismos de colapso basados en las ideas de Penrose i.e., provocados por la gravedad
[44] y estudios detallados y exactos sobre como se afecta el espectro de potencias predicho por los
esquemas de colapso luego de tomar en cuenta todos los efectos de la fisica de plasmas [111].
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APENDICE A

TEORIA DE PERTURBACIONES COSMOLOGICAS

A.1 Introduccién

La teoria de Relatividad General es conceptualmente sencilla y particularmente elegante, pero
presenta en la préctica dificultades que tienen su raiz en que las ecuaciones de campo de Einstein
(ECE) forman un sistema no-lineal acoplado de 10 ecuaciones diferenciales parciales en cuatro
dimensiones, por lo tanto, la mayoria de los problemas que se estudian en la teoria de Relatividad
General son dificiles o imposibles de solucionar de manera exacta.

Una de las estrategias populares en la fisica para resolver problemas complicados es utilizar un
andlisis perturbativo alrededor de una solucién conocida. En la teoria de Relatividad General, sin
embargo, el andlisis perturbativo posee varias sutilezas que no comparten otras dreas de la fisica.
Estas sutilezas surgen en Relatividad General debido al principio de covariancia general y al ca-
racter dindmico del espacio-tiempo: en Relatividad General ademés de perturbar los campos de
materia es necesario perturbar la métrica del espacio-tiempo; pero, debido a la covariancia intrin-
seca de la teoria, es posible, perturbar la métrica de una manera en la que se deforme el sistema
de coordenadas sin afectar la fisica subyacente al espacio-tiempo, esto tendria como consecuencia
la aparicién de informacion ficticia (debida a la deformacién del sistema coordenado y no al fené-
meno en si) sobre el fenémeno fisico estudiado. En este apéndice trataremos de elucidar el papel
de este principio y revisaremos tres propuestas hechas en la literatura para establecer una teorfa
perturbativa de Relatividad General que permita solucionar problemas de una manera confiable.

La teoria perturbativa de Relatividad General se aplica actualmente en diferentes problemas como
lo son Relatividad Numérica (aparece por ejemplo en el planteamiento de las condiciones inicia-
les) [7], el estudio de ondas gravitacionales [215], el anélisis de la dindmica en espacios-tiempos
(cuerpos extendidos, movimiento cerca de agujeros negros [127,[179], auto-fuerzas [175H177], pro-
blema de los tres cuerpos[36} [101], etc.), el estudio del problema de los promedios [24} 68| 224] o el
analisis de la formacién de estructura en cosmologia [22, 57,58, [138, 200].

En esta revisién se estudiardn las diferencias que existen en el andlisis perturbativo de Relatividad
General respecto al de otras disciplinas de la fisica y el origen de esta discrepancia (§A.2) y se
expondrd de una manera formal el problema y su tratamiento para el desarrollo de una teorfa
de perturbaciones en Relatividad General (§A.3). Finalmente se presentaran los tres principales
enfoques conocidos para hacer el analisis perturbativo (§A.5), dandole énfasis a la teoria invariante
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de norma expuesta principalmente por Kouji Nakamura, [por ejemplo ver 143] (§A.6). A lo largo
del ensayo se estara usando como ejemplo la métrica de Roberston-Walker de los Universos de
Friedmann-Lemaitre con un campo escalar (presentada en la §A.4). La eleccién de un modelo
cosmolégico para el estudio de teoria de perturbaciones se debe a dos motivos, el primero es una
conveniencia de calculo, ya que las simetrias de este espacio-tiempo simplifican los calculos que
se mostraran, segundo, la Cosmologia de precision [54} 148] es actualmente un tema candente en
la fisica por lo cual este trabajo podra servir de apoyo o referencia al lector al revisar la bibliografia

cosmoldgica.

En esta revision se elegirdn unidades en las que ¢ = 1, la métrica tendrd la signatura (— + + +)
y se seguird la notacion abstracta de indices y las definiciones del tensor de Riemann dadas por
Wald en [215]. Los indices latinos (i, j, k, etc). indican componentes espaciales mientras que los
griegos (i, v, etc.) representan las cuatro componentes espacio-temporales.

A.2 Relatividad General y el principio de covariancia general

La teoria de Relatividad General es conceptualmente sencilla y se puede resumir en pocas palabras
citando [134] el famoso adagio “El espacio le dice a la materia como moverse y la materia le dice

al espacio como curvarse

, 0 de una manera mds formal: “El espacio-tiempo es una variedad
M, en la cual estd definida una métrica Lorentziana g,;,. La curvatura de g, esta relacionada con
la distribucién de materia en el espacio-tiempo mediante las ecuaciones de Einstein (ECE)” [215]
pag. 73]. La métrica g,; no sé6lo representa las propiedades crono-geométricas del espacio-tiempo,

ademads define los potenciales del campo gravitacional.

Las ecuaciones de Relatividad General, referidas en el parrafo anterior como las ECE son
_ 1
Gap = Rap — igabe = kT (A1)

donde los simbolos representan lo que sigue: G, es el tensor de Einstein, R, es el tensor de
Ricci que esta relacionado con el tensor de Riemann, R ; © mediante una contraccion de indices,
Rac = Ry, Cb y R es el escalar de curvatura o escalar de Ricci, que se obtiene de la traza de R,
ie. R = R,". En el lado derecho de la ecuacién tenemos a la constante de Einstein x que esta
relacionada con la constante gravitacional de Newton mediante ¥ = 871G y para finalizar, T,;, el
tensor de energia-momento que representa la distribucién de materia en el espacio-tiempo y cuya
expresion exacta depende de la teoria con la que se esté describiendo la materia. La informacion
geométrica de la teoria esta codificada en el lado izquierdo de la ecuacién debido a sus

relaciones con el tensor de curvatura R Wb dC.

En el idioma original: “Space acts on matter, telling it how to move. In turn, matter reacts back on space, telling it how
to curve”[134} pag. 5]
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Conceptualmente, Relatividad General, estd basada en dos principios importantes: (a) el principio
de equivalencia: el movimiento de los cuerpos? en un campo gravitacional es independiente de su
composicién o su masa; y (b) el principio de relatividad o covariancia general: Las leyes de la naturale-
za son expresadas de manera natural mediante ecuaciones que sean iguales en todos los sistemas
de coordenadas, esto es, que sean covariantes con respecto a sustituciones cualesquiera, i.e. ecua-
ciones tensoriales. Aparte de estos principios, se podrian mencionar dos més de soporte o guia: el
principio de acople gravitacional minimo —una versién de la navaja de Occam, i.e. una exigencia de
simplicidad-y el principio de correspondencia —las ecuaciones de Relatividad General deben de coin-
cidir en el limite apropiado con Relatividad Especial y con la Teoria Gravitacional Newtoniana—
[51) 215].

El establecimiento de cual es el significado fisico, la importancia, el ntimero?

o simplemente que es
lo que dicen exactamente estos principios * ha sido objeto de debate a lo largo de décadas, debate
cuyo inicio se puede remontar al mismo Einstein y su lucha para establecer la teoria tal como la

conocemos actualmente [ver[150, para una clara y extensa discusion].

El principio de relatividad o covariancia general es el que mas problemas causard cuando abor-
demos la cuestién de la teoria perturbativa, por lo que, le dedicaremos un estudio un poco maés

extenso para poder alcanzar a ver todas las sutilezas que encierra.

Este principio, intuitivamente establece que todos los observadores son equivalentes, o expresa-
do de otra manera: no existe un sistema coordenado privilegiado en la naturaleza. Esto se puede
entender de la siguiente manera: los sistemas de coordenadas son simple etiquetas puestas a los
puntos del espacio-tiempo y de ninguna manera esta colocacién de etiquetas afecta al fenémeno
natural. El principio de covariancia causo y causa acaloradas discusiones en la literatura cientifica
y en un principio motivé que A. Einstein y D. Hilbert lo desecharan como fundamento de la teoria
debido al siguiente argumento conocido como el argumento del agujero® (para la versién original
de este argumento constiltese [122}[150], para la versién moderna véase [99, 100}, 149]): Sea g —por
el momento eliminaremos los subindices para no complicar la notacién— una solucién de las ECE,
entonces, el pull-back, ¢*(g), inducido por el difeomorfismo ¢ en M también satisface las ECE. La
pregunta a responder es ;Todas las métricas ¢*(g) describen el mismo campo gravitacional? Si su-
ponemos el principio de covariancia general como vélido, la respuesta es si. Supéngase ahora que
el espacio-tiempo (M, g) contiene una region abierta H (el “agujero”) vacia, es decir, tinicamente

2En realidad de las particulas de prueba, definidas como aquellas particulas que sienten el efecto del campo gravitacional
pero no lo afectan de manera alguna.

3Por ejemplo, en [51] menciona el principio de Mach —en realidad el principio de Mach est4 determinado por tres enun-
ciados: (1) La distribucién de materia determina la geometria, (2) Si no hay materia no hay geometria y (3) Un cuerpo en
un universo vacio, no posee propiedades inerciales— dentro de los principios fundamentales, aunque reconoce que quizd
s6lo sirva como principio gufa para la formulacién de Relatividad General.

4Como ejemplo, la expresién del principio de equivalencia es diferente en [51} 134 215]; en [38) pags. 13-15] se mencionan
tres variantes distintas de este principio.

5Originalmente, Einstein expreso este argumento usando sistemas de coordenadas, de la siguiente manera, Sea G(x) el
tensor métrico que satisface las ECE en el sistema de coordenadas x y G’(x') representa el mismo campo gravitacional en el
sist. coordenado x'. Si suponemos covariancia general, entonces G(x') (piénsese este cambio de coordenadas, tinicamente
en el sentido matematico, i.e. el cambio de x — x’ no cambia el significado funcional de G, pero podriamos interpretarlo
como un nuevo campo en x'). A partir de esto, se puede demostrar que no hay manera de especificar la métrica afuera
y en la frontera de un “agujero” pude determinar el campo dentro del agujero. Invalidando asi, la utilidad de las ECE.
Aunque Einstein plante6 este argumento, como un problema de frontera, Hilbert lo plante, como un problema de valores
iniciales[150], relaciondndolo asi con el Problema de Cauchy de Relatividad General [215].
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el campo g estd presente y es solucién a las ECE en vacio. Debido a la covariancia general, atin
cuando encontremos una solucién g fuera de H y especifiquemos las derivadas a un orden finito
en la frontera de H, para conectar la métrica fuera con la de adentro de H de una manera suave,
la métrica dentro de H no se puede determinar de manera tinica, no importa que tan pequefio sea
el “agujero”, asi, pareciera que las ECE no poseen un problema de valores de frontera (o inicia-
les en la versién del argumento del agujero de Hilbert [150]) bien planteado si se sostiene como

verdadero el principio de covariancia general.

El argumento del agujero, basicamente nos enfrenta a la decisién de declarar al espacio-tiempo
como entidad “real” y con esto sacrificar la covariancia general, o, eliminar la calidad de ente al

espacio-tiempo y mantener la covariancia general.

Tiempo después, Einstein resolvié esta aparente paradoja quitdndole “realidad auténoma” al espacio-

tiempo si no existe materia en él:

7

En la base de la teoria de relatividad general ...espacio y “lo que llena el espacio’
no tienen una existencia separada ...No hay tal cosa como el espacio vacio i.e. un
espacio sin campo [gravitacional] . ..[El] espacio-tiempo no reclama una existencia por

s{ mismo, si no tinicamente como cualidad estructural del campo. [60]

esto se puede entender, si se recuerda que toda la experiencia que obtenemos del espacio-tiempo
estd dada por “coincidencias” entre nuestros aparatos de medicion y otros campos, i.e. la “reali-
dad” del espacio-tiempo estd en los eventos no en los puntos de la variedad. Otra forma de verlo,
es que la variedad sin la especificacién de una métrica, con la cual se obtengan las cantidades ob-
servables, no es un espacio-tiempo, ya que los puntos de la variedad M no tienen propiedades
gravitacionales o crono-geométricas per se. Lo que conforma al espacio-tiempo es el par (M, g,p)-
Asumiendo esta postura, los pull-backs de la métrica no difieren fisicamente de la métrica original.
Dos métricas g1 y g2 soluciones de las ECE representan la misma solucién si son isométricas entre si,
i.e. todas ellas forman una clase de equivalencia. Este argumento puede extenderse con facilidad
al caso de que haya mds campos dentro de H. Esto resuelve el argumento del agujero, recuperan-
do la covariancia general y permite plantear el problema de condiciones iniciales en Relatividad

General de una manera satisfactoria.

A pesar de haberse resuelto el argumento del agujero, los problemas no acabaron para el principio
de covariancia, tan pronto como Einstein publicé en 1916 la solucién al argumento del agujero y
retomaba como principio fundacional a la covariancia general, Kretschmann en 1917 [[150], utiliz6
el argumento de solucién de Einstein y lo volvié en su contra, estableciendo que el principio de
covariancia tenfa significado fisico vacio, argumentando que cualquier teoria puede ser puesta de
manera covariante si es formulada correctamente®. Esta objecidn, a la fecha, es tema de discusién

académica, como atestiguan articulos como [63].

Ademas de lo dicho, el principio de covariancia y su interpretacién estd ligado con el significado
de “promediar” en la teoria de Relatividad General [63] [ver también 24} 224], y como se muestra

%Einstein se defendi6 diciendo que el argumento de Kretschmann era falso, poniendo como ejemplo la teoria gravitacio-
nal de Newton ya que no podia escribirse de manera covariante. Poco tiempo después Cartan, escribio la teoria newtoniana
en forma covariante [134].
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en la siguiente seccién es el causante de las complicaciones en la teoria de perturbaciones en Re-
latividad General. Se invita al lector interesado en estas sutilizas a consultar las referencias hasta

aqui expuestas.

A.3 Teoria de perturbaciénes en Relatividad General

La teoria de perturbaciones de manera general —sin restringirla a Relatividad General- es el con-
junto de métodos matematicos usados para encontrar la solucién a un problema que no puede
ser resuelto de manera exacta. Intuitivamente el andlisis perturbativo, propone que si se conoce la
solucién exacta de un problema, la solucién de un nuevo problema ligeramente diferente es una

“pequeiia modificacién” de la solucién conocida.

Los métodos perturbativos sélo podran ser aplicados si es posible agregar una término “pequefio”
a la solucién exacta del problema conocido, i.e. la nueva solucién estard expresada en términos de
una serie de potencias en el parametro “pequefio”, A. El pardmetro A cuantifica la desviacién del
nuevo problema respecto a el problema que se sabe solucionar de manera exacta. Por ejemplo si
queremos obtener la cantidad F a partir de la solucién exacta Fy de un problema similar, F estara

expresada a segundo orden en A como sigue:

F=Fy+AF +A2F +0(A%).

Estos métodos son usados con gran éxito en Mecénica Clasica, Mecdnica Cudntica, Electrodindmi-
ca, etc. Entonces, ;De dénde proviene la dificultad de usarla en Relatividad General?

Los problemas con los que nos encontraremos en la teoria perturbativa son varios. El primer pro-
blema proviene del objeto dindmico de la teoria. En Relatividad General, el espacio-tiempo no es
un escenario estatico, absoluto, sobre el cual se pueda estar sin afectarlo, modificarlo; al contrario,
es un ente dindmico que acttia sobre y es actuado por los participantes. Por lo tanto, es necesario
perturbar, ademds de los campos de materia (los participantes) representados por T , al espacio-
tiempo, representado por g, (el escenario) i.e. g, = 89, + 8gap; €l segundo problema se observa
al escribir una cantidad fisica (i.e. representada por un tensor) Q de manera perturbada (a primer

orden):

Q=Qo+A60. (A.2)

Esta ecuacién no es, en ningtin sentido, precisa o correcta, Q es un campo tensorial, el cual, para
reflejar el nimero que se va a medir u observar en un experimento [sec. 4.1 de[215], debe de estar
evaluada en un punto del espacio-tiempo (i.e. en un evento del espacio-tiempo), luego de esta

correccion la ecuacién es

Q(p) = Qo(p) +A6Q(p). (A3)
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Aunque mejor, esta ecuacion sigue siendo problematica, pues el punto p del lado izquierdo de la
ecuacion no es el mismo punto p del lado derecho, ya que, estos puntos se encuentran en diferentes
variedades M y M. Cuando se estd realizando teoria de perturbaciones en Relatividad General,
se estd trabajando con dos variedades, una fisica, M (la solucién que intentaremos describir con
perturbaciones), y otra de fondo, M, que es una variedad ficticia, preparada por nosotros para
desarrollar el andlisis perturbativo (la solucién exacta que conocemos). Al espacio-tiempo fisico lo
denotaremos de manera general por (M, 3,,), y al espacio-tiempo de fondo por (M, g,p). Ade-
mas, denotaremos a los campos tensoriales que estén sobre M mediante Q y los definidos sobre
M por Q. Asi, la ecuacién deberia de escribirse como:

Q("p”) = Qo(p) +A5Q(p). (A4)
W—/
e(M3y) €(Mo,gap)

La ultima ecuacion nos muestra la aparicion del problema relacionado con el principio de cova-

riancia: la ecuacion (A.4) nos estd dando la relaciéon entre variables definidas en dos variedades

diferentes, y para lograrlo implicitamente hemos identificado los puntos en estas dos variedades.
7 ”

Es decir, asumimos que 3 My — M : p € My — "p” € M. Esta identificacién no es tinica en
la teoria de Relatividad General debido a que estd construida sobre el principio de covariancia

general (cf.[A.2).

Siendo conscientes de estos problemas procederemos a definir conceptos que permitirdn formali-
zar su planteamiento y encontrar una solucién. En teoria de perturbaciones a la eleccién del mapa
de identificacion de puntos, i.e. x : My — M se le nombra como grado de libertad de norma y esta
libertad siempre existe en teorias a las cuales se les imponga el principio de covariancia general.
Este grado de libertad no es fisico, si no espurio, i.e. no trae informacién relevante al fenémeno
estudiado. Por lo tanto, un enfoque correcto en la teoria perturbativa en Relatividad General debe

eliminar estos grados de libertad ficticios.

Es importante recalcar, que por la misma naturaleza del andlisis perturbativo (“desviaciones pe-
quefas de la solucién exacta conocida”, cf. arriba) los espacios-tiempo de fondo y fisico deben
de ser lo “suficientemente iguales” i.e. “cuasi-isométricos” [199] y debido a los problemas con la
obtencién de promedios de métricas en Relatividad General, no existe una manera tinica de hacer

esta declaraciéon mads precisa[199].

Consideremos una variedad /' = M x R con dim N = dim M + dim R, que en el caso en par-
ticular de Relatividad General dim N’ = 5. El parametro infinitesimal para la perturbacién sera
denotado por A. Entonces, My = N|y—gy M = M, = N|gr=), con My, M C N. Ademas, de-
notemos los puntos en AV por r, entonces, cada r € A sera identificado con (p, 1), donde p € M,
y cada punto de M se identificard mediante (p,0). Esto implica, que hemos construido un grupo
uniparamétrico de difeomorfismos de identificaciéon de puntos entre las hipersuperficies M, en
N, pp: N =N | My — My, conp e My— q=¢(p) € M.Si asignamos un sistema de coorde-
nadas x* en M, ¢, (x) establecer4 las coordenadas x* en M, y en N, mediante ¢ : (p,0) — (p, A).

a
El generador de este difeomorfismo ¢, es (%) el cual es tangente a las 6rbitas de ¢.

De esta manera hemos foliado N mediante las subvariedades M, para cada A, que son difeo-

158



TEORfA DE PERTURBACIONES EN RELATIVIDAD GENERAL

morficas al espacio fisico M y al espacio de fondo M. Es importante resaltar que N tiene una
estructura diferenciable ya que es el producto tensorial directo de M y R y por construccién las
subvariedades M tienen una estructura diferenciable. Es decir, por construccién, hemos requeri-
do que los puntos en diferentes subvariedades de V estén unidas por una curva continua y € N.
Podemos elegir entonces cartas con las coordenadas x#(u = 0,1,...,m — 1) , en cada ldmina M, y
que tienen a x" = A. Las ECE se pueden escribir formalmente como

1O, =0 (A.5)

en M, para Q) definido en M. Es decir, cada M, tiene su métrica g, y un conjunto de campos
materiales T, que satisfacen la ecuacion anterior. Si el campo tensorial estd dado en cada M,,
9, es extendido a un campo tensorial en N mediante Q(p,A) = Q,(p) con p € M. Con esta
extension, la ecuacion (A.5) se puede considerar una ecuacién en V.

Con esta extension tenemos que £[Q] = 0 es una ecuacién en N. Los campos tensoriales en N,
como el anterior, son por construccién tangentes a cada M, i.e. su componente normal a cada M,

es cero.

La base del espacio tangente de AV, queda establecida usando el generador del difeomorfismo ¢,

o (2) -1

Por su construccién, la uno-forma (dA), y su dual (0/0A)” son normales a cualquier tensor que es

(%) ’ y su dual dA que satisfacen

extendido del espacio tangente a cada M. El conjunto de (dA), y (9/0A)? y la base del espacio
tangente a cada M, son considerados como la base del espacio tangente de \V.

Entonces podemos empezar a considerar a las perturbaciones del campo Q como las comparacio-
nes de Q en M con Qp en My, por lo que es necesario identificar los puntos de M con aquellos
en M. Con este fin, se elegird un nuevo difeomorfismo ¢,. Por simplicidad ese mapeo se puede
elegir como un mapeo exponencial’. Este mapeo de identificacién de puntos, estd representada
por el mapeo ¢, : N — N, tal que, ¢, : My — M,, y en general ¢(p) # ¢(p), para p € M.
El grado de libertad de norma ¢,, es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos (e.g. un mapeo

exponencial) que satisface la propiedad

Pri4+As = PA1 O PAy = Py © PAy- (A.6)

Este grupo uniparamétrico de difeomorfismos es generado por el campo vectorial ?X7. A este
campo vectorial se le conoce como generador y es definido por la accién del pull-back para un campo
tensorial Q en \V:

9 Q—Q

T (A7)

£ =1i
xQ = lim

7Esta restriccién no afectard las ecuaciones importantes del formalismo invariante de norma, ver secci(’)n
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y puede ser descompuesto usando la base de A/ como sigue

oA

a
X4 = (;A) +6%, 6°(dN)a =0, £,6°=0. (A8)

La segunda condicién de esta relacion se elige por simplicidad, debido a que la eleccién de 6% es
arbitraria salvo la condicién de que sea tangente a M 5. El campo vectorial 6 esta definido en M,
y exceptuando las condiciones anteriores es arbitrario, i.e. la arbitrariedad de la eleccién de norma

estd contenida en la componente tangente del campo vectorial X, es decir en el campo vectorial 6”.

El pull-back ¢’ Q mapea el campo tensorial Q en M, a un tensor ¢ Q en M. Entonces el pull-back
estd representado por la expansién de Taylor (ver apéndice|A.9)8 a segundo orden mediante

92Q(p)|my = 1o Ok, £ Ol = Q) ;o + AExQlm, + 5 SO, HON). (A9)

Obsérvese que £x = £¢x,, pero estamos simplificando la notacién. Dado que p € M, podemos

considerar esta ecuacién como

#52(p) = Qo(p) + A£x Qi () + 3 Qg () +O(NY) (A10)

i.e. una ecuaci6n en el espacio-tiempo de fondo M, con Qy = Q| A4, que es el valor de fondo de la
variable fisica Q. Armados con esta definicion, la perturbacion A?Q, del campo tensorial Q bajo
la eleccién de norma ¢, es definida mediante:

A?Q) = 39|, — Qo. (A.11)

A diferencia de la ecuacion (A.4), esta definicion tiene todas sus variables definidas en M. Susti-
tuyendo (A.10) en esta dltima ecuacién, definimos las perturbaciones a primer y segundo orden
del campo tensorial Q bajo la eleccién de norma ¢, mediante

69Q=£xQ|nmy 0% Q=£5Q M, (A.12)

Con las definiciones podemos tratar de establecer de una manera mds exacta a lo que nos
referimos por “desviaciones pequerias” de las métrica de fondo. Serdan “desviaciones pequefias”
0%ap = (9" Sap) — Sap, aquellas que |0g,;| < 1. Obviamente existen muchos difeomorfismos que
no cumplen con esto, por lo que, toda la discusiéon desarrollada en este apéndice estd limitada a
los difeomorfismos que satisfacen esta condicién. [37].

Giremos ahora nuestra atencién ahora al problema de transformaciones de norma. Sean dos cam-
pos vectoriales X, Y en V. Sus curvas integrales definen dos flujos ¢ y ¢, respectivamente en .
Entonces X y Y son transversales a cualquier M y los puntos sobre la misma curva integral son
considerados el mismo punto respecto a su norma. Entonces ¢ y i son mapeos de identificaciéon
puntuales. Si descomponemos los campos vectoriales X y Y como lo hicimos anteriormente tene-

mos,

8Notese que 60 Q = Qyy 6N Q = 6Q
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¢ ya 2\ a  Pya 2\ a
Xi={55) +0" "i=(5y) + (A.13)

Cuando 6 # 1 se dice que tenemos dos elecciones distintas de norma. Cada una de estas elecciones
de norma define un pull-back de un campo tensorial Q en A" a otros dos campos tensoriales, ¢ Q y
Y3 Q para cualquier valor de A. Tomando en particular el espacio-tiempo de fondo M vemos que
tenemos tres campos tensoriales asociados con Q: Q, el valor de fondo de Q, y los dos pull-back
de Q desde M, por las dos elecciones de norma diferentes. Estos dos tiltimos campos tensoriales
pueden ser expandidos en series de Taylor,

-
"0y = 9iQlm, = Lo 7 (0% 9Q) = Qo +22Q,, (A.14a)
. o A
YO = 9i0lm, = Yoy 7 (0%4Q) = Qo +a%Q. (A.14b)

donde se ha usado las definicion recién dada (A.11). Como ¢, y ¢, son elecciones de norma que
mapean el espacio-tiempo Mg en M,, Q, y ¥Q, son representaciones en M del campo ten-
sorial Q en dos diferentes normas. Las cantidades 5’;Q y 5§)Q son las perturbaciones de orden k
en las normas ¢ y ¢ respectivamente. Es muy importante notar que el pardmetro A usado para
etiquetar las subvariedades de AV (recuérdese que proviene del difeomorfismo original ¢) también
sirve para realizar la expansién, estableciendo asi lo que significa “perturbacién a orden k”, por lo
que la divisién de A? Q) en perturbaciones de primer, segundo, etc. orden no tiene un significado
absoluto, ya que una reparametrizacién de N (i.e. eligiendo un nuevo mapeo primigenio) mez-
clard todos los ordenes. Lo tinico que estd definido de manera invariante, es la cantidad A? Q. Es
importante notar que si el campo tensorial Q es invariante de norma, su representacién en Mg no

cambiard ante transformaciones de norma, por definicién.

Definimos que un campo tensorial Q en N es totalmente invariante de norma (TIN) si Q) = ¥Q,
para cualquier par de elecciones de norma ¢ y ¢, implicando asi que 6%) #Q = §() ¥ Q para todo
k. Podemos relajar este requerimiento y definir invariante de norma (IN) a orden n si'y sélo si para

dos normas cualesquiera ¢ y ¢

60 ,0=6®,0 VK con k<n (A.15)

Con esta definicién es posible demostrar por induccién [34] que el campo tensorial Q es invariante
de norma a orden n > 1 siy sélo si £; 6 k)Q = 0, para cualquier campo vectorial ¢ definido en
M y Yk < n. Esto generaliza el lema de Stewart-Walker [expuesto por vez primera en[199]:

Lema de Stewart-Walker. La perturbacion a orden n del campo tensorial Q es invariante de nor-
ma a orden 7 si y solo si Qg y todas las perturbaciones de orden menor a 7, son, en cualquier

norma:

s Cero
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» Escalar constantes

s Combinaciones lineales de productos de deltas de Kronecker.

La prueba de este lema es directa usando las definiciones anteriores y se puede encontrar en [199].

El cambio de eleccién de norma desde ¢, a ¢, estd representado por el difeomorfismo
@) = (92) 7 o9 (A16)

El difeomorfismo &, es un mapeo ¥, : My — M para cada valor A € R. Este difeomorfismo
cambia el punto de identificacién, por lo tanto @, se puede considerar como la transformacion de
norma @) : ¢y — P,. Debemos recalcar que @ : R x My — M no es un grupo uniparamétrico
de difeomorfismos en M debido a que en general, los generadores del difeomorfismo, X y ¥Y7,
no conmutan. Como consecuencia de esto, no se podrd expandir a &, en una serie de Taylor usan-
do la ecuacién debido a que esta sélo es vdlida para grupos uniparamétricos, sin embargo,
en el apéndice se muestra que, a orden # en A la familia uniparamétrica de difeomorfismos
® siempre puede ser aproximada por la familia de diferomorfismos de caballo de rango # (teore-
ma[A.10.2), los cuales a su vez pueden ser expresados en una serie de Taylor generalizada (lema

A.10.1).

La transformacién de norma @, induce un pull-back desde la representacion ¥ Q, del tensor per-
turbado en la eleccién de norma ¢, a la representacién ¥ Q, en la eleccién de norma . De esta

manera estos tensores estan conectados por el mapeo lineal ®} mediante

Q) = 93 Qlu,
(i (o) 9),, .
= (si'n) @@, |
=099,

Usando el lema|A.10.1} se expresa la serie de Taylor de @3 ¥Q,, obteniendo

) A2 A3
®LPQN = PQ+ A, PO+ T {£e +£3, | PO+ 5 {8, 4385 kp + £, } +O(AY).  (A19)

donde {1, {2 y &3 son los primeros tres generadores de ®,. Si sustituimos (A.14a) y en
(A.18) e igualando término a término llegamos a que las relaciones entre el primer, segundo y

tercer orden de la perturbacién del tensor Q en dos normas diferentes es:

syQ -~ o =£: 0, (A.19)
67 Q-6 Q =266 0+ {£, +£2,} Qo (A.19b)

Estas relaciones son consistentes con la definicién de invariante de norma de orden n dada ante-

riormente.
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Para finalizar esta seccién mostraremos la manera de obtener los generadores del difeomorfismo

®, en término de las elecciones de norma X y Y sustituyendo (A.14a) y (A.14b), en (A.18),igualando

términos en orden A, usando propiedades de la Derivada de Lie (ver[A.8.1)) de un tensor y por tl-
timo considerando que Y"” — X" = 0 (ambos tienen la misma m-ésima coordenada: A) obtenemos
las igualdades siguientes (ver [34] para las demostraciones detalladas de estas tiltimas dos afirma-

ciones):

E=Y" - X° (A.20a)

& =[XY (A.20b)

A.4 Espacio-tiempo de ejemplo: el Universo FLRW

A.4.1 Espacio-tiempo de fondo

Para ejemplificar las diferentes aproximaciones al analisis perturbativo en Relatividad General usa-
remos el espacio-tiempo de Friedmann-Lemaitre-Roberston-Walker (FLRW). Los Universos FLRW
describen la dindmica y la geometria de los universos con hipersuperficies espaciales maximamen-
te simétricas. En particular nos enfocaremos al caso espacialmente plano (i.e. 3 = 1) de FLRW.
Usaremos este espacio-tiempo por dos motivos, el primero es que debido a sus caracteristicas geo-
métricas (simetrias y platitud espacial) es facil de manipular mateméaticamente; y segundo, en la
actualidad, debido a los grandes avances observacionales en la cosmologia es posible extraer y
comparar los célculos hechos con la teorfa de perturbaciones aplicada a estos universos idealiza-
dos con los datos proporcionados por el universo real, por ejemplo con los datos extraidos del

estudio del fondo de radiacién césmica [148].

Este espacio-tiempo idealizado es homogéneo e isotrépico espacialmente. Esto sélo se cumple -de
una manera aproximada y sin una clara justificacién tedrica- en el universo real a una escala de
aproximadamente 100 Mpc. En este apéndice supondremos que la geometria de las hiper superfi-

cies espaciales es plana, por lo que su elemento de linea sin perturbar es
ds*> = a®(n)[—dn* + 5i]-dxidxj], (A.21)

donde a(7) es el factor de escala expresado en el tiempo conforme 7. La comilla, {}’, indica una
derivacion respecto al tiempo conforme, i.e. {}/ = %. El tiempo conforme se relaciona con el
tiempo cosmolodgico t (el tiempo medido por los observadores fijos en las coordenadas coméviles
espaciales x'), mediante dyp = [ %. Los simbolos de Christoffel estan definidos por [215]:

ad (

be = 58" (8abe + 8edp — 8bed)- (A.22)
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El inverso de la métrica ¢** es usado para levantar indices espacio-temporales, mientras que la
3-métrica 6% (6% Oj = 5ik) es usada para elevar los indices de los 3-vectores y 3-tensores. Como el

espacio es plano, la 3-derivada covariante es V; = 9;.

Para la métrica los simbolos de Christoffel tienen una forma particularmente, aquellos dife-
rentes de cero son ' '

Ty =3¢ T, =03 I, =83 (A.23)
a'(n)

a(y)
paramtero de Hubble’ H, mediante 3{ = aH. El tensor de Ricci se puede expresar en términos de

los simbolos de Christoffel:

donde se ha introducido el pardmetro de Hubble comévil, H = que estd relacionado con el

Ryp = FZb,c - r; ob + Fécrgb - ;brgm (A.24)

las componentes de este tensor en este espacio son

a// a//
R’7’7 =3 (f}C— a) , Rl] = <Z}C+ a) . (A25)

El escalar de Ricci, R, por su parte, esta definido por la contraccién total del tensor de Ricci con la
métrica gy, i.e.
R =g" Ry, (A.20)

sustituyendo (A.25) en esta tiltima férmula tenemos

R = a% (9{’ - }c2) . (A.27)

El tensor de Einstein G, estd definido por la ecuacién

1
Gba = Rba - Egh afR, (A28)

usando (A.25) y (A.27) obtenemos que sus componentes son

S92, (A.29a)

, 1 / ’
Gl = -] (2:7—( LK ) : (A.29b)

En este apéndice sélo estamos interesados en el caso inflacionario, por lo que la materia en el
universo estara representada por un campo escalar, ¢ = ¢(#), descrito por el tensor de energia-

momento

1
T, = V.oV — 50 P(VepVeg +2V(9)), (A.30)

9El nombre —claramente inapropiado- de constante de Hubble se reserva para el valor del pardmetro de Hubble evaluado
en este evento espacio-temporal (hoy, ahora), Hy = H(t).
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con componentes en las coordenadas definidas por (A.21)

T, =- (21&12(4)/)2 + V(@)) , (A31a)
T/ = (21“2(4/)2 - V(<p)> 5. (A.31b)

Comparando con el tensor de energia-momento de un fluido perfecto podemos identificar a T}, "
con la energia, €, y a T;/ con la presién, p. Entonces las ecuaciones de Einstein para el espacio-
tiempo de fondo M lleno con un campo escalar, ¢, es

87t G 871G 1 ’
H? = 3 a’e = 3 a? <2az((p )2+ V((p)) , (A.32a)
2H + H? = —8nGa®p = —81Ga? (21112(4/)2 - V(cp)) , (A.32b)

en el trato perturbativo sera ttil la siguiente forma que se obtiene sumando ambas ecuaciones

H2 — H =4nGaP(e + p) = 4nG(9 )% (A.33)

A.4.2 Perturbaciones a primer orden en el espacio-tiempo FLRW

Antes de introducir los esquemas desarrollados para lidiar con los problemas de norma en la teorfa
de perturbaciones en Relatividad General, perturbaremos de manera general a primer orden la
métrica. Las perturbaciones a segundo orden se veran mas adelante en el texto. Los componentes
de la perturbacién lineal de la métrica

h hy i
by =hgy = "1 T (A.34)
El elemento de linea perturbado es entonces,
ds? = a*(y) [—(1 + Iyy) dn? + 21y iy dx + (53 + hij)dxidxf} . (A.35)

Esta ecuacion es completamente general: g, tiene 10 componentes independientes y hemos intro-
ducido 10 campos independientes que caracterizan la perturbacién (1 de la perturbacién escalar +
3 de la perturbacién vectorial + 6 de la perturbacion tensorial), pero téngase en cuenta que sélo 6
de estos campos representan grados de libertad fisicos.

Debido a que la variedad (%(1), a%6; ]-) es maximamente simétrica, es posible encontrar una des-
composicion diferente a hy yy, by ;, hij de la perturbacién a primer orden que explote estas simetrias
[201]. Existen dos tipos de transformaciones de coordenadas en teoria de perturbaciones en Re-
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latividad General: (a) Transformaciones de norma, que son las que han sido el tema central de este
articulo en las cuales, las coordenadas de M se mantienen fijas, y, al elegir una correspondencia
de puntos diferente entre M y M las coordenadas de este tltimo cambian; y (b) Transformaciones
en My que se diferencian de las anteriores, en el hecho de que la norma se mantiene fija y hacemos
cambios de coordenadas en M que inducird un cambio de coordenadas en M. Estas tltimas son
las que nos ayudardn a descomponer las perturbaciones de la métrica. Como queremos preservar
las simetrias de M, las transformaciones que podremos hacer en esta variedad estan restringi-
das a ser de dos tipos: (a) Reparametrizaciones del Tiempo, (2) Transforamciones en coordenadas

. . /! /! L. . . .
espaciales. i.e. x' = X} x¥. donde las tinicas que preservan la simetria de M son las rotaciones:
Xl = , (A.36)

La matriz R}Z es una matriz O(3) que representa las rotaciones. Analizando como se transforman
las perturbaciones de la métrica antes estas transformaciones observamos que /;,; se transforma
como escalar, h,]l- como 3-vector y h; j como 3-tensor, donde los términos escalar, 3-vector y 3-tensor se
refieren a las propiedades de transformacién ante rotaciones en el espacio de fondo'?. En particular
escalar en este contexto NO significa que la perturbacién es invariante antes las transformaciones
de norma, de hecho, las perturbaciones escalares no son invariantes de norma. Estas denominaciones
de escalar y 3-vectorial datan del articulo seminal de Lifshitz [116].

Usando el teorema de Helmholtz podemos descomponer a la perturbacién vectorial en una parte
potencial o libre de rotacién y en una parte libre de divergencia. Otras denominaciones son lon-
gitudinal para la libre de rotacional y solenoidal para indicar que la divergencia de este término es

cero. '
hr]i _ h(rotffree) + hgdzvffree) _ h(5V) + hg‘/)/ (A.37)

i L1

donde 6% hg‘;) = 0; de manera similar, la perturbacién tensorial 11,

hij = a2h )8+ a*h), (A.38)
con hET)i = 6 hl(].T) = 0. A suvez, hl(jT) se puede descomponer en,
(T) _ Ls o2\ psm) _ L (v vy L (r)
n = (aiaj — 205V >h( V=2 (D + D) 1D, (A.39)
donde &'/ hl(,‘]/-T) =0, (Sikh%{ =0,yd hg}T = 0. En la literatura al primer término entre paréntesis

del lado derecho de la ecuacién (A.39) se le conoce como “operador sin traza de doble gradiente”.

Tenemos entonces que la perturbacion lineal de la métrica se puede descomponer en tres conjuntos
de variables, cada conjunto definido por como se transforman sus elementos'?: los que transfor-

10A veces en la literatura se denominan como variables de espin-0, espin-1y espin-2, respectivamente.

11Se agrego el factor de a? para simplificar célculos més adelante.

125 conveniente decir en este punto que la nomenclatura de los simbolos con los cuales identificamos las perturbaciones
dista de ser la estandar (salvo en el caso del 3—tensor, h'T), de hecho no hay acuerdo en la literatura sobre como nombrar
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man como escalar {h,m,h(s), h(SV),h(ST)} que son aquellas que se pueden construir a partir de
otros escalares, sus derivadas y cantidades de la métrica de fondo; aquellos que transforman como

pV) v

3-vectores, { ; ; }, que tienen como caracteristica que su divergencia es cero y finalmente

un término que transforma como 3-tensor con divergencia cero (o transverso) y con traza cero:

{h<TT>}.

Esta descomposicién tiene relaciones inversas que se escriben a continuacién:

hSY) = A-sin, (A.40a)

H =ty — (D7 hy ) / (A.40b)

hs) = ;?hii (A.40c)

hl(],” — alz <hi]- - %hk k(sl-]) (A.40d)

h(ST) = %A%A*lh? i (A.40e)

T = AT K= AT (A 'k"),i (A.40f)

(TT) _ p(1) _ 3 1 1A, k1 ~15k,(D) “15. A1) K
nT =1l = 2 (09— 3052 ) A7 AT M — 29, A7) + 20,4710y ATy
(A.40g)
donde A = V?, es el laplaciano de la hipersuperficie espacial y estamos suponiendo que existe una
funcion de Green inversa del operador /A, A~!, que garantice la correspondencia uno a uno entre

{h,m, hyis hij} y {{hm], h(S), p(sv), h(ST)}, {hfv), hl(VT)} , {h(TT)}}. Estas funciones de Green
existen si especificamos el dominio de las perturbaciones (por ejemplo, L? en el espacio (7)) con
las condiciones apropiadas de frontera. Nétese que la suposicién de la existencia de estas funciones
excluye al kernel de los operadores A, por ejemplo, los campos vectoriales de Killing, v;[143] en
X (7). El estudio de las perturbaciones que pertenezcan al kernel de /A queda excluido del alcance

de esta revision.

Una caracteristica importante de esta descomposicion, es que las ecuaciones fisicas construidas
en esta métrica no mezclardn, a primer orden, los elementos de un conjunto con los de otro, de
tal manera que pueden ser estudiados por separado . La clasificacion en escalares, vectores y
tensores, es importante ya que cada uno de ellos representan diferentes fenémenos: la gravitacion
descrita por Newton es un fenémeno escalar, pero los efectos relativistas se ven claramente (ya que
estdn ausentes en las ecuaciones gravitacionales de Newton) en los comportamientos gravitomag-
néticos (el conjunto vectorial de las perturbaciones) y de ondas gravitacionales (las pertubaciones
tensoriales) [21]]. La métrica en esta nueva descomposicién se puede escribir como

ds? = giu) + dgh + ogh + 0giu,

a las variables. En este apéndice sigue las de [142]
13Esta caracteristica es cierta solo a primer orden ya que a segundo orden todas las cantidades estarén acopladas, ver mas
adelante
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donde la perturbacion lineal escalar (6 gi,sv)), vectorial (& g%)) y tensorial (J, gg,)) son respectivamen-

te:
ogi) = a2() |—hyydn® + 205V dndxt + (15 + W) ddad |, (A4la)
5&%) = a*(n) [—2h§v>d17dxi + (hi(,}/T) + h](»,‘i/T)> dxidxj} , (A.41b)
chg) = hl(].TT)dxidxj. (A4lc)

La regla de transformacién de norma (A.19a)), en el caso de FLRW es

olab =y Mo = £:8ab = 2V (4Cp)- (A.42)

El generador ¢* de la transformacién de norma es un campo vectorial en el espacio-tiempo de
fondo M. Este vector puede descomponerse de una manera 3+1:

o =&y (dn)a + &(dx'),, (A43)

De esta manera la transformacién de norma para las perturbaciones originales, {hm], h,7 i hij} , es

ohyy —¢ hyy = 2(9y — Iy (A.44a)
ohyi —y hyi = Gy i + (9 — 230)E; (A.44b)
ohij —y hij =28 ;) — 2305;Cy (A.44c)

Procedemos de la misma manera que con las perturbaciones a primer orden y descomponemos a

¢; en sus partes longitudinales y solenoidales usando el teorema de Helmholtz:

i = é‘(f " Cfv) con &, =0, (A.45)

entonces la descomposiciéon (A.44) ahora se escribe,

ohyy —¢ hyy = 2(9y — Iy (A.46a)
ohyi —phyi = (0, =290 +&,) + (3, —23¢) & (A.46b)
1 1
phij =y hij = 280} ) +2 (aiaj - 351-]-V2) gV 42 <3V2§(5"> - :}cg,7> 5ij (A.460)

donde la dltima expresién se escribe de esa manera para facilitar calculos posteriores.

Utilizando las relaciones (A.40), las reglas de transformacién de norma para la descomposicién
{ {h,] n W), V), h(ST)}, {h}v), h;VT)}, {h(TT)} } son para el conjunto escalar:

ghyy —y by = 2(9y — H)Zy, (A.47a)
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(ph(sv) — L(SV) — &+ (9 — Zg.c)é(sv), (A.47b)
2 1) — a2 S — 298, + % V2E(SV), (A.47¢)
2 ‘Ph(ST> _ 2 ¢h(ST) — zg(SV), (A.47d)

por su parte, para el conjunto de perturbaciones vectoriales,

o =y ") = (3 290", (A 482)
42 (Phlg\/T) Y lpthT) _ Clgv), (A.48b)

y para la parte tensorial,
2hTD 2T — o, (A.49)

ij ij

Sentadas las ecuaciones bésicas de las perturbaciones de la métrica de FLRW, podemos estudiar
las diferentes alternativas para tratar las perturbaciones en Relatividad General, utilizdndola como
ejemplo.

A.5 Enfoques en el tratamiento perturbativo

Otra forma de expresar el contenido del principio de covariancia es diciendo que los observables
fisicos no pueden depender de la eleccién de coordenadas, por lo tanto, una caracteristica deseable
de una teoria perturbativa es que especifique de una manera no ambigua tales observables, es
decir, los observables deben de ser invariantes de norma. Basicamente existen dos maneras de
extraer la fisica (i.e. eliminar los grados de libertad espurios) en el tratamiento perturbativo: (a)
fijar los grados de libertad de norma (opcién conocida como eligir una norma, o (b) extraer las partes
invariantes de norma de las perturbaciones. La opcioén (b) se puede dividir a su vez en (b1) formalismo
1+3 covariante invariante de norma y en (b2) formalismo invariante de norma. Las opciones (a) y
(b1) se mostrardn a grandes rasgos en esta seccion y la opcién (b2) serd el tema por el resto de este
reporte.

A.5.1 Fijando la norma

La elecciéon mas sencilla para eliminar los problemas de libertad de norma, es elegir o fijar una
norma, procedimiento conocido en inglés como gauge fixing. Esto significa simplemente que se
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escogerd una foliacién particular espacial del espacio-tiempo. Esta ha sido una de las opciones
mads populares de las décadas pasadas y fué iniciada por Lifshitz en 1946 [116], cuando empez6 a
estudiar la estabilidad (usando perturbaciones) en espacios-tiempos de FLRW.

Los principales problemas de esta aproximacion son dos: (1) el eliminar verdaderamente los gra-
dos de libertad espurios; y (2) la interpretacion fisica de los resultados obtenidos en una norma
en particular. Estos problemas fueron resueltos de manera sistematica en cosmologia por Bardeen
[11]. El procedimiento de Bardeen es el siguiente: empezando en una norma, es posible definir
cantidades invariantes de norma mediante combinaciones algebraicas o diferenciales de variables
dependientes de la norma. Esta ha sido la manera de resolver las ambigiiedades de la norma es-
tandar en cosmologia [138§].

A continuacién, mencionaremos algunas de las normas favoritas elegidas por la comunidad cos-

moldgica.

Sincrona

La norma sincrona (synchronous gauge) fue introducida por Lifshitz en 1946 [116]]. La norma sin-
crona estd definida por hy;; = 0, h") =0y h(8Y) =0, 1i.e. dejamos sin perturbar a ggo y a go;- La

métrica en la norma sincrona tiene la siguiente forma:
ds* = a() [—dﬂz + (3ij + hij) dxidxj} . (A.50)

Notese que para ser compatible con las métricas expresadas en la literatura [116] [163] en esta
norma hemos regresado al uso de ;.

La norma sincrona es muy popular para los estudios numéricos y es la norma usada en CMBFAST
[192]. Su principal problema es que no elimina completamente la libertad de norma. Este problema,
aunado a su popularidad ha sido fuente de confusién en el pasado [11}[138].

Esta norma permite la existencia de un conjunto de observadores que caen libremente —i.e. se
mueven sobre geodésicas— sin cambiar sus coordenadas espaciales, llamados en la literatura “ob-
servadores fundamentales coméviles”'4. Cada observador est4 equipado con un reloj que mide el
tiempo conforme 7 y permanece fijo en la coordenada x'. Los observadores junto con sus relojes y
etiquetas que identifican su geodésica definen las coordenadas en todo el espacio-tiempo. El gra-
do de libertad de norma residual (espurio) se debe a que hay libertad para ajustar las condiciones
iniciales de los relojes y coordenadas espaciales. Otro problema de esta norma aparece cuando las
perturbaciones son muy grandes, si es asi, estas coordenadas pueden deformarse mucho e inclu-
sive llegar a intersectarse [21] causando singularidades coordenadas. Las ecuaciones de Einstein y
su relacién con otra norma, se pueden obtener de las relaciones derivadas en la seccién[A.3]y se

invita al lector a verlas en [21} 138} [163].

14E] que los observadores coméviles sigan geodésicas se puede comprobar usando la ecuacién geodésica [la férmula
esta en [215) pags. 46-47] con las condiciones de esta norma, llegando a que u#' = 0 es una geodésica
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Newtoniana Conforme o Longitudinal

En la norma newtoniana solo son diferentes de cero las perturbaciones escalares hy;; y h(9). De esta
definicién se puede ver que se eliminan todas las perturbaciones de cardcter vectorial y tensorial

[138]], entonces la métrica en esta norma es

ds? = () [ (1+ hyy) d? + (14 1)) o' | (A.51)

Otra forma en la que esta norma es presentada en la literatura esta norma es mediante h,; =
KT =0 [21].

Las condiciones que dan pie a esta norma sélo pueden ser establecidas si el tensor de energia mo-
mento no contiene partes vectoriales o tensoriales y no existen ondas gravitacionales libres!®. La
norma newtoniana solo tiene aplicabilidad a orden lineal perturbativo. Si se ignorara esta limitante

se estarfan eliminando'® grados de libertad fisicos y no grados de libertad de norma [21].

Esta norma se puede ver como una generalizacién cosmolégica relativista de las ecuaciones de
gravitacion newtoniana. Permitiendo asi una interpretacion sencilla de las perturbaciones: 1y, es

el andlogo del potencial gravitacional newtoniano ®.

Uno de sus atractivos es que las variables invariantes de norma de primer orden [11]} 21} [138],
corresponden en esta norma a hy;; y h(5) lo cual permite dar una interpretacion fisica sencilla a las
variables invariantes de norma. Debido a esta propiedad en [138] se sugiere calcular las ecuaciones
en esta norma (debido a su sencillez relativa respecto al cdlculo invariante de norma) y luego
hacer las sustituciones de hy;;, h(8) por las variables escalares invariantes de norma para tener las

ecuaciones invariantes de norma.

La norma newtoniana o longitudinal es un caso especial de una norma méas completa conocida
como de norma de Poisson [21]], 1a cual no tiene las restricciones mencionadas arriba y que queda

definida por h,7 i’i =0y hl.]. - 0.

Otros

Existen otras normas populares en la literatura cosmolégica, como la (a) norma espacialmente plana
(h,m = hT) = thT) = 0) en esta norma las hipersuperficies espaciales no son perturbadas esca-
lar o vectorialmente. En esta norma la perturbacién del campo escalar coincide con la variable de
Mukhanov-Sasaki [136]; (b) la norma ortogonal comévil en las cual la 3-velocidad del fluido se hace
cero y (c) la norma de densidad uniforme que como nombre indica en sus hipersuperficies espaciales

la perturbacién de la densidad es nula [124].

15Ignorar las perturbaciones vectoriales y tensoriales a segundo orden es inconsistente ya que, atin haciendo las per-
turbaciones vectoriales y tensoriales iniciales iguales a cero a primer orden, las perturbaciones a segundo orden serviran
como fuente de estas perturbaciones lineales

16Esta situacion es andloga a hacer en electrodindmica A = 0.
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A.5.2 1+3 Covariante-Invariante de Norma

Hasta el momento hemos considerado foliar el espacio-tiempo en hipersuperficies espaciales eti-
quetadas por el tiempo 7, esta divisién se conoce como division 3+1 y recibe el nombre de slicing
en inglés. La divisién 3+1 es la usada en la formulacién hamiltoniana de Relatividad General [215].
Existen otras formas de hacer la separacién espacio-temporal, en 1971 G.ER. Ellis[66]] y otros auto-
res después de él, han desarrollado un formalismo basado en una divisén 1+3 de las identidades
de Bianchi y Ricci [32}61]162} 169, 78] 214] llamado formalismo 1+3 Covariante-Invariante de Nor-
ma.

En el formalismo 1+3 Covariante-Invariante de Norma se ejecuta una operacién diferente al slicing,
llamada en inglés threading (literalmente “hilado”). Los objetos geométricos usados son una serie
de lineas de mundo temporaloides x#(7,q) donde T es el pardmetro afin que mide el tiempo
propio sobre la linea de mundo y g es una etiqueta tinica para distinguir las diferentes lineas de

mundo. Los observadores en este formalismo se mueven a lo largo de estas lineas [21].

La herremienta principal en la construccion de este formalismo, es el vector temporal (u#u, = —1)
tangente a la linea de mundo u# = dx//dt. Los tensores se descomponen en una parte paralela
al vector u" y otra normal a este, usando el operador de proyeccion Py, = guy + uyty, que es la
métrica espacial de los observadores moviéndose con u/. Las ecuaciones a las que se les aplicara
este procedimiento de descomposicién no son las ECE, si no ecuaciones definidas para el tensor
de Riemann o el tensor de Weyl y las ecuaciones de Raychaudhuri [ver |66, 78, y referencias dadas

arribal].

Usando el Lemma de Stewart-Walker se escogen las variables invariantes de norma, es decir se
eligen las variables que son cero de manera natural en el espacio-tiempo de fondo FLRW (por
ejemplo el tensor de Weyl —sus partes eléctrica E;;, y magnética H,, [214] —, la presion anisotro-
pica 71, del fluido, el corte de las congruencias de geodésicas o, 11”, etc [ver[78| para una lista
exhaustiva]), por lo tanto las ecuaciones de evolucién 1+3 del universo perturbado no poseen am-
bigtiedades de norma. Ademads las variables elegidas para caracterizar la evolucién tienen una
interpretacién fisica directa, a diferencia de las variables definidas en el enfoque Invariante de

Norma (cf.[A.6).

En este formalismo es fécil aplicar técnicas de sistemas dindmicos a la cosmologia [214].

A.6 Formalismo Invariante de Norma

En el formalismo Invariante de Norma —presentado en los trabajos de ].M. Stewart y M. Walker
[199], M. Bruni et al. [33] y luego desarrollado extensamente en los trabajos de Kouji Nakamu-
ra [139] [141H145])- se busca eliminar desde el inicio, cualquier posible elemento no fisico de los
grados de libertad. Entre las ventajas de este formalismo, se pueden mencionar que (a) no hace
ninguna suposicién acerca del espacio-tiempo de fondo (a diferencia, por ejemplo, del método
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de eleccién de norma, cf. seccién [A.5.1); (b) no sélo se aplica a la teoria de Relatividad General
sino a toda teoria en la cual se exija la validez del principio de covariancia general [para un ejem-

plo de esto ver [139, y las referencias ahi dadas], y por tltimo (c) si se cumple cierta condicién

de separabilidad de la métrica perturbada a primer orden propone un algoritmo para encontrar

perturbaciones invariantes de norma a cualquier orden superior al primero.

A.6.1 Algoritmo

El procedimiento para encontrar invariantes de norma a un orden perturbativo arbitrario es el

siguiente:

I.

II.

Se expande mediante la serie de Taylor (A.180) a la métrica g,;, de M luego de aplicarle un
pull-back usando la eleccién de norma ¢, a My, i.e.

2

— A
Pr8ab = 8ab + A phap + > olan + O3(A), (A.52)

donde g, es la métrica de My y hemos definido a dg,;, = hy, y a 62¢. = 1,y como las pertur-
baciones de la métrica a primer y segundo orden respectivamente. Las transformaciones de

norma (A.19a) y (A.19b) de la métrica a primer y segundo orden son

ohab — phap = £, &abs (A.53a)
olay = ylay = 2£g,hap + {Egz +£, } Sab- (A.53b)

Inspeccionando las reglas de transformaciéon de norma (A.53) se procede a separar, en partes
invariantes de norma y variantes de norma, a la primera perturbacién de la métrica, k.

hypy = Hap + ZV(H Xb)' (A.54)

donde H,;, es la parte que es invariante de norma y X es la parte variable. Es decir, ante

transformaciones de norma ® = ¢~ o 9,

oHap — oHap =0, (A.55a)

p X1 — X" =gl (A.55b)

Este procedimiento de separacién se supone que se conoce y es la condicién de entrada del
algoritmo. Esta condicién puede parecer muy restrictiva, ya que no existe una manera cané-
nica de realizar esta descomposiciéon. En nuestro espacio-tiempo de ejemplo i.e. Universos
FLRW, esta descomposicién se mostr en a partir de esta primera descomposicién se
manipulan algebrdicamente los elementos para llegar a como se mostrard adelante.
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Al no existir una manera canénica de realizar la descomposicién a primer orden se
pueden intentar algunas estrategias para lograrla, por ejemplo, si existen algunas simetrias
de Killing en el espacio-tiempo de fondo, se puede intentar una descomposicién arménica
de las variables'”.

I1I. Realice la misma descomposicién en partes variantes e invariantes de norma para pertur-
baciones de orden superior de la métrica. El articulo [139] mostré que esto se puede hacer
siempre con algunas manipulaciones algebraicas que resultan de inspeccionar la reglas de
transformacién de norma a ordenes mayores que el segundo (que se vuelven mds complica-
das cada vez que aumentamos el orden perturbativo). A segundo orden, por ejemplo, defi-
nimos la variable basdndonos en la forma de la ecuacién para la eleccién de norma

@,
oLab =g L — 2£,x phap + £,X8ab, (A.56)

y para la norma 1,

l,lJEub =y Lo — 2£4,X q,hab + £4,Xgab~ (A.57)

Esta variable se transforma como mostraremos, primero restamos ambas variables,

lliﬁab ¢ ﬁab =y lab - (plab
— 2£¢X lphub + 2£¢X q’hab (A.58)
+ Eix Sab — ﬁix Sabs

luego, usando la linealidad de la derivada de Lie y las reglas de transformacién de
norma a primer orden (A.53) y (A.55b)

A

wLab —¢ Lap = —2£¢, (£5,8a0) + £5,8a0 + £3, 8ab — 2£,x (£, 8ab) +£1 x Sab — £2x Sab
= L5 8ab + (ﬁglﬁq,x - £4,X£§1)gab (A.59)

= Eazgah

donde 0§ = &5 + [&1, X]".

Entonces, la transformacién de £ tiene la misma forma que la transformacién de primer or-
den (A.53a). Por lo tanto, como suponemos que existe un procedimiento para descomponer
un campo tensorial de rango dos que se transforma como en (A.54), podemos des-
componer al tensor £, en un campo tensorial £, y un campo vectorial (PYb de la siguiente
manera:

oLab =1 Lap+ V(2 oY) (A.60)

donde L, se transforma como la parte invariante de norma de Lo

pLap —¢ Lay =0, (A.61)

7Es importante mencionar que la expansién arménica depende fuertemente no solamente de las simetrias locales del
espacio-tiempo de fondo, si no también en la topologia global de la subvariedad en la cual los arménicos escalares, vecto-
riales y tensoriales son definidos [139].
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y el campo vectorial Y? como la parte variable de norma
PY = YP =5+ [E1, X" (A.62)

Usando este campo tensorial y la definicién (A.53b), la perturbacién a segundo orden de la
métrica es posible descomponerla en

lap = Lap +2£xhgp + (fy - £§<) Sabs (A.63)

donde L, es la parte invariante de norma y Y? es la parte variante de la perturbacién a
segundo orden. El caso para ordenes superiores es completamente analogo al mostrado para
el segundo orden, por ejemplo para tercer orden, el lector puede consultar [139].

Iv. Se pueden definir los invariantes de norma a orden n < k de cualquier campo tensorial
(excluyendo la métrica) usando las perturbaciones de la métrica. Las partes variantes de
norma de la métrica (X%, Y? a primer y segundo orden) no poseen nada de contenido fisico,
mas sin embargo, son importantes para definir las variables invariantes de norma de los
campos tensoriales. Las partes invariantes de norma Q de un campo tensorial arbitrario Q

(sin incluir la métrica) estdn dadas por (a segundo orden)

W= M9 -£40,, (A.64a)
Q= @g_2e,WQ— {EY _ gg(} Qo (A.64b)

Es facil ver que estas variables son invariantes de norma si se usan las ecuaciones (A.19),
(A55H) y (A62).

En este momento podemos resolver la pregunta acerca de la generalidad de las ecuaciones
(A.64), esta pregunta es valida debido a que nuestras elecciones de norma eran mapeos ex-
ponenciales, si esto no fuese asi, las ecuaciones afectadas serfan (la serie de Taylor
del pull-back de Q,), las definiciones de las perturbaciones y las relaciones entre ge-
neradores de los mapeos y los generadores de la transformacion de norma (A.20), pero las
ecuaciones mds importantes no se ven cambiadas, ya que son consecuencia directa de
la expansién en serie de Taylor del difeomorfismo que define la transformaciones de norma,
D, [143].

En lo que resta de la seccién se seguird el esquema siguiente, se presentan los calculos y conceptos
de manera general en un apartado y luego se aplican en el apartado siguiente al caso de FLRW.
Entonces, el apartado siguiente tratara sobre la descomposicién de las partes invariantes de norma
de las perturbaciones de la métrica.
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Perturbaciones de la métrica invariantes de norma en el Universo FLRW

En esta seccién procederemos a aplicar el algoritmo recién dado (seccién [A.6.1) al espacio-tiempo
de FLRW presentado en la seccion[A.4] Empezando por descomponer la perturbacion lineal de la
métrica como en (A.54).

Analizando las transformaciones de norma (A.47), (A.48) y (A.49) podemos encontrar las varia-
bles invariantes y variantes de norma a primer orden en la perturbaciéon de una manera sencilla.

De la ecuacién (A.49) se ve que la parte transversa y sin traza de la perturbacion tensorial, es
invariante de norma, a la cual llamaremos )(l(]. ), donde el superindice indica que es la variable

invariante de norma a primer orden,

=0 P =x x0h=0, XD =0, (A.65)

W

podemos ver que x; j tiene dos componentes y es llamado modo tensorial en el contexto de las
perturbaciones cosmolégicas. Usando ahora (A.48a) y (A.48b) podemos definir la variable

vV = ") — 9y —290) (@17 ) = 1Y) — a2on" T, (A.66)

i

Esta variable también es invariante de norma y se le conoce como modo vectorial y es libre de
divergencia, i.e.
or— (A.67)

esta propiedad nos indica que el modo vectorial, 1/1,(1), tiene dos variables independientes.

Por ultimo, para obtener los modos escalares, podemos definir la variable X;;, a partir de las ecuacio-

nes (A.47b) y (A.47d) mediante

Ry = hV) — 2 (3, —290)(@H57) = W) — 222, hl5T), (A69)

esta variable transforma de la manera siguiente (i.e. es variante de norma)

o Xy —yp Xy =Gy, (A.69)
Observando a (A.47a)) es facil definir al invariante de norma &,

—2a*®W = B,y —2(3, — H)X,. (A.70)

Ademads, de las transformaciones de norma (A.47d), y de la transformacién de X, defini-
mos al invariante de norma ¥,

—2a2¢(D) = 42 (h<5> — ;VZMST)) + 29X, (A.71)
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Tenemos entonces seis componentes invariantes de norma: 2 escalares (CI)(l), £ 4% ), 2 vectoriales
1) (1)
ij

pendientes las cuatro componentes restantes son la parte variable de norma de la métrica. Para

1/5 y 2 tensoriales x..’. Como la parte perturbada de la métrica h,, tiene 10 componentes inde-

encontrar sus expresiones, escribamos la descomposicion 3+1 de la métrica en términos de los

invariantes de norma {®, ¥, v;, Xij }:

hyy = —2a20M +2(3, — )X, (A.72a)
(

ot = )+ 2D 4 ) s

1 ST S VT
hij = —2a2¥ Wy + a2 x () + a?nS - 290%,0; + Zazhgj,l.)), (720)
comparando estas ecuaciones con la descomposicién en términos de la separacién (A.54)
hyy = Hyy +2(9y — H)X, (A.73a)
hyi =Hyi+ Xy i + Xiy — 2HX; (A.73b)
I/lz‘]‘ = Hl] + ZX(i,j) — Zf}C(SinU (A.73¢)

de aqui se sigue facilmente que las partes invariantes de norma de la perturbacién a primer orden
de la métrica son
Hyy = —20°00, 1y = a2V, Hy= —22% Vo + ). (A.74)

Igualando las partes variantes de norma de los conjuntos de ecuaciones (A.72) y (A.73) obtenemos
las siguientes ecuaciones que hay que resolver para obtener la parte variable de norma

20y — H) X, =22, — H)X, (A.75a)
Xiy —2HX; = a2, h" D + 1Y) (A.75b)
_ 2 ) (ST)
2X(; j) — 2H6; Xy =a’x;;) +a’h
(A.75¢)

— 23X, by + 207} )

De la ecuacién (A75a) obtenemos X, = X, +aC;, donde C; es una funcién escalar que satisface

9,Cy; = 0. Usando esta solucion, (A.68) en (A.75b)

X; = a2 (hf"” i ;hfiSD) —9,C,a? / %’7 +a2C,, (A.76)

con 9C; = 0. La ultima ecuacion (A.75¢) da la siguiente relacion de constriccion

a23;C;) — 39,Cy / %’7 — Hy;aCy =0 (A.77)
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definiendo C; = aC, y C; = 9,Cya® [ %’7 + a2C;, podemos construir el vector C; = Cy(17)(dn)a +
Ci(dx")a, el cual es un vector de Killing en el espacio-tiempo de fondo M como se puede verificar
facilmente. Por lo tanto la parte variante de la perturbacién de la métrica y su relacién con las per-
turbaciones h(5V), h(ST), hEVT) es tinica salvo el grado de libertad proveniente del campo vectorial
de Killing. Ademds, como la parte variante contribuye a la perturbacion de la métrica mediante
(A54), el campo vectorial de Killing C, no contribuye a las perturbaciones de la métrica. Finalmen-
te, para satisfacer la constriccion (A.77), tenemos CW =0, a(,C N = 0, con lo que Cj es un vector de
Killing en X(#) y como se mencioné antes estos vectores perteneces al kernel de /A y quedan fuera
del dominio de las perturbaciones, entonces C; = 0. Claro que seria posible incluir este kernel en
nuestras discusion al extender el dominio de las perturbaciones, pero esto queda fuera del alcan-
ce de este articulo[141)} [143]. Es facil comprobar que la parte variante de la norma X? transforma
mediante (A.55b), como era de esperarse.

Las perturbaciones de la métrica a segundo orden se pueden encontrar siguiendo los mismos
argumentos y pasos algebraicos que para el orden lineal, pero usando la variable £, definida por
(A.56). Repitiendo todos los pasos con esta variable (i.e. descomponiendola en su parte variable e
invariante de norma, descomponiendola de manera arménica, etc) llegamos a esta expresién para
la parte invariante de norma de la perturbacién a segundo orden de la métrica (A.63), L,

Loy = —2a*02) (dn)a(dn)y + 2020 (dip) (u(dx' )

. ‘ (A.78)
+a? (2% @5 + ) (dx)a(dx))
donde v y Xl(f) satisfacen las ecuaciones
i = =0, xPi=0, xPi=0. (A.79)

Los invariantes de norma ®), ¥(2) son los nodos escalares de la perturbacién a segundo orden, y

(2)

2 . . .
Vi( ) y Xjj* son los modos vectoriales y tensoriales a segundo orden respectivamente.

A.6.2 Invariantes de norma de variables geométricas

Luego de realizar los primeros tres pasos (encontrar las partes invariantes de norma a primer
y segundo orden del pull-back de la métrica del universo fisico) del algoritmo presentado en la
seccion el siguiente paso (el cuatro) es encontrar las partes invariantes de norma de las

cantidad geométricas de interés.
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Tensor de curvatura

La definicion del tensor de curvatura R, @ [215] en el espacio-tiempo fisico (M, 3,p) es

(VaVi = VVa) @c = @qRapc ? (A.80)

donde V, es la derivada covariante compatible con §,;, y @, es una uno-forma en el espacio fisico
M. Por otra parte, en el espacio-tiempo de fondo Mo, R, ? esta definido por

(VaVi = VVa) we = wgRppe (A.81)

con V,; la derivada compatible con g,; y w, una una-forma en Mj. Introducimos el operador
¢*Va(¢~1)* en My, que podemos identificar con el pull-back de la derivada V, en M. Este opera-
dor depende de la eleccién de norma ¢.

La propiedad de que este operador derivada sea compatible con la métrica esta dada por
o Vo ((¢7") ¢°8w) =0 (A82)

donde ¢*g,;, es pull-back de la métrica en M. Dado que el pull-back ¢*V,(¢~!)* en M, dela V,
en M es lineal, satisface la regla de Leibnitz, conmuta con la contraccién y es libre de torsién se
puede considerar como operador derivada en M.

Aunque es obvio que los pull-backs de las cantidades geométricas del espacio-tiempo M dependen
de la eleccién de norma, (e.g. de ¢), a partir de este momento obviaremos a ¢ en las férmulas, es
decir, con el fin de no complicar la notacién expresaremos a ¢*V,(¢~1)* simplemente como V,,
PR e %, como Ry, 7 etc.

Como el operador V, se puede considerar como un operador derivada en M, existe entonces, un

campo tensorial C’. en M, tal que,
Vawy = Vawy — CSwe, (A.83)

donde w, es una uno-forma arbitraria en M. Usando V,$j. = 0 en M el C . en M estd dado
por
1_ _ _ _
w =58 (Vaao + V140 — Vagar) - (A.84)

Debemos notar que toda la dependencia de la eleccion de norma del operador V, en M esta

incluida Gnicamente en C° ;..

Usando la definicién del tensor de Riemann, y la ecuacion (A.83), por un lado tenemos,

Rubcd = vuvb - vbvﬂ = vﬂ(vb - Cgc) - vh(vﬂ - CZC)
= V,V}, — C Ve — V,Cl — VYV, + C, Ve — V,CE, (A.85)
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pero aplicando la definicién de V (A-83)
VaClwi = VaCl.ws — CLCYwy — CL,Cowq,

obtenemos entonces,

Rape " = Rape* = ZV[aCZ]C + zcg[uclei]c' (A.86)

Asi, hemos obtenido el tensor de curvatura en el espacio-tiempo fisico M, en términos del tensor
de curvatura del espacio-tiempo de fondo M.

Para obtener la expresion perturbada de la curvatura R, 4 es necesario calcular las expansiones
perturbativas de la inversa de la métrica, g’ y C¢,.

Perturbacién de la inversa de la métrica ~ Expandamos en serie de Taylor la inversa de la métrica
—ab o A (k) ab_ ab R 3
g :Zkzoﬁ‘S 03" =8" +AD +7E +0O(A%),

usando g, = 4 tenemos

5 = ab Acab )ﬁEab A )ﬁl
c=\8 + +2 8be T bc+2uh

/\2

=67+ A (W +CY) + 3 (l;’ + 2Ry, C* + D?)

de aqui se ve que C** = —h“?. En el segundo orden
D = —2y, (—hﬂb) T N

obteniendo finalmente D* = 21%hb — 0,

Entonces, las perturbaciones a primer y segundo orden del inverso de la métrica son

63" = —pb (A.87a)

5(2)g—ab = Zhﬂehi _ lab (A.87b)

Perturbaciones de C° . Sustituyendo en (A.84) las expansiones de la métrica y la métrica inversa
a segundo orden, Se pueden obtener las expresiones perturbadas deCj a primer y segundo orden

1
6C%y = Vahfy = 5 Vha, (A.88a)
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1
s@ce, = [V(alb§ - zvczﬂb} —opcd [V(uhh)d - vdhﬂb}

a

Definimos la variable H,;, °[A] donde A = {h,1},

1
Hap “[A] = V(o Ay © = 5V Anpy,

(A.88b)

(A.89)

H,j, °[A] estara apareciendo repetidamente en los calculos que siguen con varios acomodos de

indices, que son definidos como

Habc [A] = gcdHub d[A]/
H,"[A] = §"H,q °[A],
H," c[A] = gcaHa bd [A].

escritas en estas nuevas variables las ecuaciones (A.88) son
0C, = Hyp “[h],
62)CC, = Hyy °[1] — 21 Hypg ).

Ahora podemos expandir en serie de Taylor el tensor de Riemann a segundo orden

_ A2
Rabc 4= Rubc d +A (1)Rabc d + 7 (Z)Rabc d'

Comparando esta tltima ecuacién con (A.86), luego de sustituir y (A.90Db),
5Rabc = _zv[aHb]c d[h]

5(2)Rubc 4= _zv[aHb]c 4 [l] + 4hd6v[aHb]ce [h] + 4Hc[a ‘ [h]Hb]e 4 [h]

(A.90a)

(A.90b)

(A.91)

(A.92a)

(A.92b)

Para descomponer el tensor de Riemann en sus partes invariante y variante de norma debemos

escribir primero H, [+] en términos de variables invariantes de norma, esto serd sencillo ya que

hemos descompuesto a h,;, como (A.54),

2Hpe [h] = [Vuhhc + Vihae — Vchab] ’
derivando h,y,,

Vahbc - vdeC + VthXC + VQVCXb
Vbhuc = VbHac + vaaXc + vbchc
—Vehgy = =V Hap — VeVaXy — VeV Xa
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entonces, sumando estas expresiones,
2Hpe[1] = 2V (e — VeHap + Rach *Xa + Roca "Xa + (VaVy + Vi Vi) Xe + V Vo X — Vy Vo Xe
en esta dltima ecuacién hemos sumando y restando V;V,;X.. Ahora sumemos y restemos R, X,
2Hgpe[l] = 2V (o Hp)e = VeHap + Racp  Xa + Roca X + Rape “ X + 2V VaXe + Regp "Xy — Reay "Xy,
usando la primera identidad de Bianchi, Rcq = 0,

2Hgpe[h] = 2V (;Hp)e — VeHap + 2V VaXe + Rop "X — Reap X

recordando las simetrias del tensor de Riemann R, % = —R. %, y usando por segunda vez la
primera identidad de Bianchi, obtenemos finalmente

Hapelh] = V(Hype — 5 VeHap + VaVpXe + Ry X,
= Hape[H] + VaVpXe + Ry " X4
Derivando esta dltima expresiéon obtenemos,
ViHucalh] = VyHuea[H] + VVaV Xy + XeVRean © + Rega Vi Xe (A.93)
y sustituyéndola en

ORaped = —2V [;Hyea [ H]
+(VyVa = VaVy) VeXy + Xe (VpRega € — VaReap ©)
+ Rcda evae - Rcdb evaXe/

usando (V,Vy — Vi Vi) Qed = Rupe *Qed + Rypa °Qce €n esta tiltima ecuacion

SRuped = —2V iy Hyjea [ H] + Ruac “Ve Xy
+ Rpaa “VeXe + Xe (VyRean © — VaRean ) + Reaa “VyXe — Reap “VaXe
— 2V, Hyjea[H] + Ryae *Ve Xy + Rug VX,
+ Rega “VpXe — Reap “VaXe + 87X, (VbRcduf - VaRcdbf) ,

una vez més aplicamos las simetrias del tensor de Riemann,

5Rubcd = _zv[qu]cd [H} — Rape “VeXy
+ Rabedvcxe + Raecdvhxg - Rebcdvaxe + X¢ (VbRcdae - VﬂRcdbE)
= 2V HyjcalH] + gua (Rebe "VaX* + Raee "V X° + Ry "VeXC = Rype *VeX")
+ Xe(vaaecd + vaRebcd)r
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luego, empleando la segunda identidad de Bianchi, V[, Rz, = 0

ORaped = —2V [sHyeq[H]
+ 81t (Reve"VaX° + Race "V X° + Rose "V X¥ = Ry “VeX")
+ Xe(fvﬂRebcd — VeRpgea + vaRebcd)/
y utilizando la definicién de la derivada de Lie (A.178d) sobre un campo tensorial de rango (1, 3)
ORapea = =2V [;Hy)ea[H] + +8na (£XRabc " — X°V.Rgpe h) + XVeRaped,
llegamos finalmente a la perturbacién lineal del tensor de Riemann escrita en sus partes invarian-
tes y variantes de norma,

SRape® = =2V [ Hy) “[H] + £xRap *. (A.94)

Para la perturbacién a segundo orden, usamos la variable definida en (A.56)), y calculamos H,, © [ﬁ],

Hap “[£] = Hap “[1] — £x (Hap [1] + Hp [H]) +
(Hapall] + HapalH]) £x8°* = (Ie? + He?) (VaViX? = Ry X°), (A.95)

despejando Hy;, °[I] y sustituyendo en (A.92b), llegamos a

8 Rape ! = ~2V [y Hyj “[L] + 4H|, “[H] Hyeo[H]+

_ _ 1
ZHE d (£XRahc ‘- 5Rubc 6) + 2£X <5Rabc d_ EﬁXRabc d) ’ (A-96)

usando las férmulas (A.60) y (A.92a),

5(2)Rabc 4= _zv[aHb]c d[ﬁ] + 4H[a e [H]Hb]ce [H] +4H, dv[aHb]c E[H] + 2£§(1)Rabc a + (£Y - E%() Rape 4.
(A.97)

Usando (A.94) y (A.97) podemos definir los tensores de curvatura invariantes de norma de la

siguiente manera

6Rabc d = 5Rubc d_ £XRabc d (A-983)

SRy 4 = 6D Ry, @ — 26x0R ! — (,{Y - £§() Rupe - (A.98b)
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Perturbaciones del tensor de Ricci

Contrayendo los indices b y d en las ecuaciones (A.94) y (A.97), podemos derivar las férmulas
perturbativas de la curvatura de Ricci,

ORgp = _2v[ch]h ‘ [H] +E£xRap (A.99a)

5(2)Rab = _Zv[ch}h C[‘C] + 4H[a o [H}Hc]bd [H] +4H,4 Cv[aHb]c d[H] + 2£X‘5Rab + (EY - E%() Rap,

(A.99D)
de estas ecuaciones definimos los invariantes de norma del tensor de Ricci:
5Rab = 5Rab — £XRab (A.100a)
@R, = @R, — 2£x0R,, — (,sy - £§<) Rup. (A.100b)
Perturbaciones del escalar de Ricci
El escalar de Ricci en el espacio-tiempo fisico M estd dado por
R =3"R,, (A.101)
Expandiendo a primer orden ambas cantidades, usando (A.87a) y (A.99a))
R=R+ AR = (g“b - Ah”b) (Rub + ALxRgp — 24V, Hy, C[?—L]) (A.102)
Reconociendo términos a primer orden
OR = g"ExRypy — h"" Ry — 2V [, Hy “[H] (A.103)
usando la regla de Leibnitz de la derivada de Lie,
5R = £x (g“bRab> — Rypfxg™ — W' Ry — 2V, Hyy “[H] (A.104)

calculando la derivada de Lie de la métrica y usando la descomposicién de h* (A54), llegamos a

0R = £xR — H Ry — 2V, H, “[H] (A.105)
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Similarmente, usando (A.874), (A-87b), (A-99a) y (A.99b) llegamos a

8@R = —2V |, Hy (L] + R™ 2HeaHy  — Lap)
+4H), “[H]Hy “ 4[H] + 4H "V [, Hy “[H]
+ AHV  Hy b [H] + 2£x0R + (ﬁy - £§() R, (A.106)
que es la perturbacién a segundo orden del escalar de Ricci. La definicién de los escalares de Ricci

invariantes de norma es trivial:
OR =R — £xR (A.107a)

SR = 6DR — 2£46R — (£Y _ £§() R. (A.107b)

Perturbaciones del tensor de Einstein

La perturbacién a primer orden el tensor de Einstein es
- 1 1
0Gap = =2V o Hypp * [M] + 8y VicHy * [H] = SHaR + 58aRecaH +£xGy  (A108)
y a segundo orden
8@ Gy = =2V, Hy, ° L] + 4Hﬁf [H]Heppa ] + 4LV [, Hyy,  [H]

- %gub < - Zv[cHd} Cd[c] + Rge (ZHC dHec - Ede)

+4H | % [H]Hy © o[H] + 4H. IV | Hy “[H] + 4HCV | Hyp,* [7—[])

1
+ 2Hp YV Hy “[H] + HapRea H — SLaR

4 2£x6C,p + (ﬁy - £§() G (A109)

Es conveniente usar a G, ¢ = gbc Gae, en lugar de G- Entonces levantamos el indice en las ecuacio-

nes (A.108) y (A.109) con ayuda de (A.87):
6Gab = 8G, "[H] + £xG, Y, (A.110a)

6@ G, = 86G, V(L) + 6D G, P [H, H] + 2£x5C, ! + (ﬁy - £§() Ga?, (A.110b)
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donde se introdujeron las variables

5141 =1 £,[4] — 2o V(A (A111)
5g[Al,L =? £,b(A,B] - %55’ @xe(A, B), (A112)
(5, [A] = 2V, Hy M[A] — ARqe + % (29 Hy [A] + Reg ™), (A.113)

@5, (A, B] = 2R 4B " AV + 2H, *[A]Hy " o[B] + 2H|, ““[B]Hy " o [A]
+2A4, 7V, Hy " [B] + 2B, "V, Hy " [A] + 2A. V[, Hy “[B] + 2B. 'V [, Hy “[A].  (A114)

donde 6G[A],?, 8@ G[A]," son las partes invariantes de norma del tensor de Einstein a primer y
segundo orden, respectivamente.

Perturbaciénes de la divergencia de un tensor (1,1)

Debido a la importancia de la identidad de Bianchi VG, * = 0, en esta seccién la perturbacién a
primer y segundo orden de la divergencia de un tensor (1,1) se calculard para un campo tensorial
arbitrario T,?. Luego de obtener las expresiones generales se mostrara que las identidades de
Bianchi se cumplen orden a orden.

La divergencia de T, " se define como

vaTba = vﬂTba +Ct ceTbC —C* buTcﬂ- (A.115)
Expandiendo en una serie de Taylor esta tltima ecuacion,

- o AK ) (o
a a

Valy' =Y o [5 (VaT, )] : (A.116)

A orden lineal encontramos
5(vuTb u) = VaTb "+ (ch a[H] + chaxa)Tb ‘- (Hbac [H} + VpVaXe + Rape eXe)Tca/ (A117)

Expandimos ahora a el campo tensorial T, ? usando (A-10). Siguiendo las definiciones (A.64), defi-
nimos las perturbaciones invariantes de norma, 7, ?, como sigue

(57?, b= 5Tbﬂ - EXTb a, (A118)
60T = 60T, — 263 6T, " — (£y — £3) T, (A.119)
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luego, usando (A.118) y la férmula del apéndice (A.179d), obtenemos la divisién de la parte inva-
riante de norma de la divergencia de un tensor (1,1):

5(VaTy®) = VadTy " + (Hea “[H] + Ve Va X)) Ty ¢ — (Hp, “[HIT:* + £xVaTp %) . (A.120)

Podemos verificar la validez de la identidad de Bianchi del tensor de Einstein a orden lineal per-
turbativo usando la ecuacién (A.120) con T, — G, %
85(VaGp®) = VabG, " + (Hea “[H] 4+ Ve VaX") Gy € — (Hpy “[H]G* + £V Gy %), (A.121)
necesitamos la derivada de la parte invariante del tensor de Einstein (A.111)
Vﬂ(sgb .— _HCH a [H] Gh ¢ + Hba C[H] GC a (A.122)
y sustituyéndola en (A.121)) obtenemos la divergencia del tensor de Einstein a primer orden
5(VaGp®) = £xVaGp (A.123)

pero V,G,? = 0 en un espacio-tiempo arbitrario, entonces a primer orden §V,G;,* = 0.

La perturbacion a segundo orden de la divergencia del tensor Tj, ? se obtiene de manera similar

que la divergencia a orden lineal,

s (VT ®) = Vad DTy — QHeua[HIH™ — He “[L)) Ty € + (2Hpaa[H] M — Hy, €[L£]) T
— 2Hy, C[H]OTe " + 2He “[H]6T; € 4 2£x(VaTp®) + (£y — £2) (VT %), (A124)

Con esta expresion comprobaremos la identidad de Bianchi a segundo orden del tensor perturba-
do de Einstein

6@ (VaGy ) = Va (805 (£] + 6@ G, “[H, 1)) — (2Heaa HIH™ — Heo*[L]) Gy +
(ZHM[H] — Hyo “[£]) Ge* — 2Hy, “[H]8Gc *[H]+
2H., “[H]8Gy S [H] + 2£x(VaGp®) + (Ey — £3)(VaGp ). (A.125)

Ge

Usando la ecuacién (A.122) con el reemplazo H — L y calculando la divergencia del invariante
de norma a segundo orden

Va(s gb [ ] = —2Hg, “ [H}égb ‘ [/H} +2Hp, E[H](Sge ‘ [/H} —2Hpad [/H}/HdCGC - 2H qq [H]Hadcb C/

(A.126)
observamos que la identidad de Bianchi se cumple a segundo orden también ya que V,G,* =0y
V,; Gb 4 = 0.
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Ecuaciones de Einstein perturbadas invariantes de norma

Por tltimo escribiremos las ecuaciones de Einstein perturbadas 6 K G, = 871G 5K T,>. Usando las
definiciones (A.118) y (A.119) se puede mostrar que las ecuaciones de Einstein se pueden expresar
orden por orden .en términos de variables invariantes de norma tinicamente,

0G,"[M] = 8nG T, "0, (A.127a)

6G. L) + 62 G, P [H,H] = 872G 6T, 0. (A.127b)

A.6.3 Ecuaciones de Einstein invariantes de norma en el Universo FLRW

En esta seccién aplicaremos las férmulas recién deducidas al espacio-tiempo de ejemplo

Tensor de energia-momento de un campo escalar. ~ El tensor de energia momento de un campo es-
calar esta dado por la férmula (A.30), para obtener la ecuacién perturbada debemos expandir al

campo escalar en series de Taylor
=9+ Ap+ %AZ(S(Z)(p +0(A3), (A.128)

donde ¢ = ¢(#) es una funciéon homogénea en un universo homogéneo e isotropico. El tensor de

energia momento también debe de ser descompuesto en la variadad de fondo
T,0 = T," + A6T, b + %)&2(5(2) T." + 0(A%), (A.129)

donde 0T, es lineal en 8¢ y hyy y 6 T, ¥ incluye las perturbaciones de segundo orden 62 g, I
y los productos cuadraticos de d¢ y h,;. Sustituyendo (A.128) en (A.129) y preservando sélo los

términos hasta orden cuadrético,
0T, " = V,9pVl6p — Vi h"Vop + V09Vl

(A.130a)
- %fsa b (chovc5q) —Veph®™V9 + V59V + z(scpg‘;) ,
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ST, = VagV's D g — 2Vap WV g + Vag (21y ¢ — ') Ve
+2V209 VP8¢ — 2V, 89h*V ¢ + V1612 95"V

_1 b cs5(2) o dc dej, ¢ ydc
2(5a (chpV& @ =2V ph" V69 + Vg (Zh he€—1 )Vdgo (A.130b)

+ 2V 59V S — 2V Sh ™V 19 + V5@ Vg

oV 0%V
)2’ 27 ¥
+26 goa(P +2(0¢) aqﬂ)‘

Siguiendo (A.64), se puede descomponer las perturbaciones del campo en su parte invariante y
variable de norma:

59 = o) +£xq, (A.131)
5@ =: 0@ 126550 + (£y — £3)9, (A132)

donde ¢ y 2 son las partes invariantes de norma a primer y segundo orden respectivamente.

Sustituyendo estas ecuaciones en las perturbaciones del tensor de energia-momento (A.130), y
usando las descomposiciones de la métrica (A.54) y (A.63), llegamos a

670" = VoVl — Vot Vg + VoDVl o+

1 Py (A.133a)
~ 5% b (ch)vcgo(l) — Vo H*V 19 + VooV 4 201 8(p> )
SAT = VepVPe® —2V,9H"* VeV + 2V H M VP — Vapg" Lac Ve
+ 2V, MVl — 27,0000 (1) — 2v,0M 1V g + V0P Ve
- % (chovcgo(z) — 2V gH V1oV + 2V @ H  H o Vg — VL1 V9
1ge ) (1)qde 2)ge @V, 502V
+2V,p Ve =2V WV H NV 390 + Vep' Y Vo + 2¢0 %+2(go ) a—(Pz . (A.133b)

Entonces, las componentes del tensor de energfa-momento invariantes de norma del campo escalar

a primer orden son:

1
6T, = 2 (arl‘/’(l)avﬁo — ol (31790)2 + ﬂzgw(l)) ’ (A.134a)
ST = —;—zaiw(l)aq(p, (A.134b)
) 1 ) )
5Ty = 5,0 (E)lcp(l) + (9, 0)v (1>> ) (A.134c)
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oT = Lol (awma,,go — o) (3,9) azz‘;go(l)> , (A134d)

y a segundo orden,

1 2
5(2)777 "= 2 <ari‘l’ar7%0(2) - 48,7(p<l>(1)a,74p(1) +4(317(P)2 (qD(l)) - (aW‘P)Z o2+

2 4 3@ 4 2,207 | 20 1)2 PV
(0y0")" +0ip V" +atp a¢+a(<p ) 2 |’ (A.135a)

- (ai¢<2>a,,¢ +20,pWay 1) — 4aigo<1>q><1>a,7(p>, (A135b)
6(2)777i = 111—2 <8,7§08i<p(2) + 48,7q)(1)8i<p(1) + (8,7(;))21/ @ 4 ZBULp(l)aiga(l)), (A.135¢)

§ATI = z%aicp(l)a]‘Lp(l)
a
1 . 2
+ 20 <a’7(Pan‘P(2) — 49,9020 14 (3,9)* (Cp(l)) — (39y9)* @@

2 2
+ (3y0) _ak¢<l>ak¢<1>_a2¢<z>g‘;_a2<¢<l>>2g¢z>. (A135)

Ecuaciones de Einstein a primer orden

Antes de poder escribir las componentes de la ecuacién (A.111) a primer orden debemos expresar
las componentes de H,, © dadas por la expresién (A.89):

Hyy "[H] = 9,@1) (A.136)
H;y "[H] = 9,00 + 30V (A.137)
H;"[H] = — (23{ (‘Y(l) + c1><1>) + 8,7‘1’(1)) 5 — v + % (8 +2%0) xi}’ (A.138)
Hyy '[H] =@M + (9, + 3¢) v/ (D (A.139)
Hiy 'TH] = -9, ¥ W57 + % (ajvf W 3y, (U) + %amf ) (A.140)
Hyi '[H] = 9 Vo — 2600, ¥ — Hapw' D + 9520 - %ai xg Y (A.141)
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Usando estas ecuaciones y la ecuacién (A.111)), las componentes del tensor de Einstein invariante

de norma a primer orden seran

WG, 1H] = —111—2 {(—65{8,7 +2/) ¥ — 63200 } (A.142a)
Wg1H] = 7%2 (23,731-?(1) + 299, — ;Aul.(l)> , (A.142b)
Mg, H] = % {23,731"1/(1) + 23"V + %(—A +43C — 49,300 V) } , (A.142¢)

WG,i[H] = :7 laiaj (xfm _ q)(l))

+ {(—A +20% + 430, ) ¥V + (2949, + 49, H + 29¢* + A) DV }51-1‘

1

~ 53 {a2 <8,»vj ™ 4+ a@}”) } + %(ag + 25, — Ay <1>] . (A.142d)

A continuacién escribimos las componentes de las ecuaciones de Einstein linearizadas (A.127a) de
FLRW lleno con un campo escalar (con perturbaciones lineales dadas por (A.134)), la componente

=
(=330, + A)¥Y — 3320V =47 G (8,790(1)a,]g0 — oW (3,¢)% + az?(;<p(1)) . (A143)
las componentes i — 7 y 7 — i son iguales en virtud de
9,0, ¥V + 39;01) — %Ay{“) = 471 Gayp M, 0, (A.144)

y por ultimo la componente espacial-espacial es
laiaf (‘I’(l) - q><1>) + {(—A +202 + 4309, ) YY) + (290, + 40, H + 297 + A)CD(l)} 5;1

1 ) ) 1 .
- 2{128,]{112 <8iv] M 4+ 8]1/1.(1)> } + 5(8,2] + 23, — A)xi! (1)]
= 8w Go;/ <a;7§0(1)8,7(p — oW (3,9)? - aZle‘;cp(l)) . (A.145)

Podemos descomponer estas ecuaciones en sus modos escalares, vectoriales y tensoriales, siguien-

do los mismos pasos que en la seccién|A.4.2l Los modos escalares son

(=333, + A)¥Y — 33201 =4n G (8,]<p(1)8,7g0 — oW (3,9)? + azz‘;cp(l)) , (A.146)
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9,0, ¥V + 39,01 = 47 Go, M3, ¢, (A.147)

(— A + 292 + 4300, )YV + (230, + 40,3 + 29 + A) o)

876 <a,7¢<1>a,7q) — o) (3,9)2 - azggom) , (A148)

9,0/ (11/(1) _ q;(l)) —0, (A.149)

de esta ultima ecuacién vemos que
v = o), (A.150)

Usando las ecuaciones de Einstein de fondo, integrando con las apropiadas condiciones de fronte-

ra y usando repetidamente (A.32) y (A.33) llegamos a

(A — 3Ky — 9y H — 232> = 4n G (87790(1)8g0 + a2fl‘(;<p<1>) , (A.151)
3y ® + KW = 47 GeWa, g, (A.152)
(02 + 330, + 0, H +23*) V) =47 G <a,7<p<1>a,7q) - a2%¢<1)> , (A.153)

es importante notar que s6lo dos de estas ecuaciones son independientes. Para los modos vecto-

riales tenemos

ANV (A.154)

3, {az <8i1/j M 4+ afv}”> } —0, (A.155)

de donde podemos deducir que el campo escalar no produce perturbaciones vectoriales si la condi-
cién inicial no los incluye y finalmente, para los modos tensoriales

(22 + 230, — A)x;; (Y = 0. (A.156)

Tomando las ecuaciones (A.151) y (A.153) podemos eliminar el término potencial del campo esca-
lar

(22 + A)oW) =87 Go, Moy, g, (A.157)

y si usamos (A.152) para eliminar aﬂgo(l) de esta ecuacion llegamos a

92 2
<a§+2< —JZ) aU—A+2<a,7:H—f}c ”(P>>q><1>:o, (A.158)
n

ecuacion que es conocida como la ecuacion maestra para la perturbacion del modo escalar de las
perturbaciones cosmolégicas en un universo lleno con un tinico campo escalar.
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Ecuaciones de Einstein a segundo orden

Para derivar las ecuaciones invariantes de norma de Einstein a segundo orden, (A.127D), es ne-
cesario contar con L, (A.78), y luego calcular Hy;, €[£], (A89), 6G, (L], (ATITT), 6 G, b [H, H),
(A1276), y por tltimo 627, , (A135). Todos estos calculos algebraicos son largos y tediosos, por
eso, se creé una hoja de célculo de Maple que se puede descargar en la direccién URL dada en el
apéndice[A.T1}

En el caso cosmolégico regularmente se supone que las condiciones iniciales de las perturbaciones

vectoriales y tensoriales a primer orden son cero, i.e.
vill=o0,  x;M =0, (A.159)

esto se puede justificar recordando (cf. que a primer orden no hay generacién de perturba-
ciones vectoriales, ademads, las perturbaciones vectoriales estdn suprimidas por un factor de a2
(segunda ecuacion (A.154)). Para justificar el desprecio del modo tensorial a primer orden usa-
remos el hecho que las observaciones del CMB indican que la relacién escalar-tensor es mucho
menor que la unidad. Esto simplificard mucho nuestras expresiones. Si se quisieran las expresio-
nes completas (i.e. sin despreciar a primer orden los modos vectoriales y tensoriales), la hoja de
calculo de Maple del apéndice se puede modificar facilmente para obtenerlas.

Las expresiones para H,;, [£] y 6G,"[£] se obtienen de (A.136) y de (A.142) con los siguientes

reemplazos:
o) 5 0@ ¢l L@ i) L i2) Xij 1 Xij 2 (A.160)

entonces tenemos para 6G, *[£]

8G, (L] = *alz {(—65}68,, +20)¥?) — 6fJ-C2CD(2)} , (A.161a)
8G. (L] = —alz <2a”ai\1f<2> 12903, — ;Avi(z)) , (A.161b)
3G, '[L] = alz {zaﬂaiqf@) + 2K D@ 4 %( — A+ 43 — 49,301 @) } , (A.161c)
8GI (L] = % ;0 (‘I’(2) - q><2>)

+ {(—A +202 + 439, ) ¥ ) + (2343, + 49,3 + 23 + ) } 5

1

— Man{az (aiw‘ @ 4+ aful@) } - %@g 2K, — Ay <2>]. (A.161d)
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Las componentes del tensor invariante de norma 62 G, *[H, H] son

6@g,n = —;—2 {3akc1>(1>akq><1> +3(9,0W)2 - 8oM AW 12:;(2(@(1))2} , (A.162a)

596,71 = 5 (30l —50Maa), (A.162b)
i_ 4 i i
6@6," = = (3;0M50M + 400,501, (A.1620)
5®g.i — % [zai(p(l)afq)(l) +40M9ipM

= <3akcp<1>akc1><1> +40WAPM 4 (a,@(l))z +8HDM9, d1) 4+ 4(20,H + &cz)(cp(l))Z) 5 1’] ,
(A.162d)

donde se us6 ¥1) = ®(1). Con las ecuaciones y (A7152) las ecuaciones de Einstein 6G, '[£] +
6@G, 1 [H,H] =8rnG 8P T,y G [L] + 6@ G;[H, H] = 8rG P T; se reducen a la ecuacion

20,0,¥ @ + 239,012 — %Avi @ 87 G P, =Ty, (A.163)
donde
I; = —40,019,00 + 830901 — 8019, 0,01 + 167 Go;pVd, V). (A.164)

De la misma manera usando y peroahora con 8G, 1 [L] + 82 G, 1[H, H] = 87G )T, 7,

obtenemos
(=353, + A)¥?) + (-9,3 - 23¢%)0?) — 47 G <aq¢a,7¢<2> + a2¢<2>g‘;> =Ty, (A.165)
donde I'y es
2 2
Io = 20320l -3 (a,,cp(1>) — 39 @Mk0M) — 1000 ADM) — 4(2,H +292) (q>(1>)
2 2
+47G ((a,,ga“)) + 9 Mok ) + az(cp(l))zgq:;) . (A.166)

Por tltimo con (A.33) y (A.157) pero ahora con 8G;/[L] + 8P G;/[H, H] = 871G 62 T;7, llegamos a

9;9; (W) - <1><2>) + {(A +202 + 439, ) ¥?) + (230, + 20, H + 43 + A) D) }51-]-

1 1 A%
~ 30y (aza(,-vj) (2)> + 5(6,2] +230, — Ay P - 81 G (8,78,74,0(2) - ach(z)a(P) dij = Tij,

(A.167)
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donde

I; = —40,010,01) — 8013,0,01 + 167 GV ;1)

2 (8:}C<D(1)a,7<b(1) 200200 1 (5,01’ 1 g0kl

2 2
+200 200 + 43,30+ 23¢) (90) 44 G <(aﬂ¢<l>>2 V) — 2 (o022 V) )aﬁ.

prel
(A.168)
Tomando la divergencia de obtenemos su parte escalar
20, ¥ +2H®? — 871 Gp?a, 9 = A1y, (A.169)
restdndole esta ecuacién a obtenemos su parte vectorial
v @ —op-1 {alAflakrk -~ ri} . (A.170)

Podemos dividir la ecuacién (A.167) en la parte de traza (escalar), sin traza (escalar), vectorial y
tensorial como sigue. Tomando la traza de (A.167) llegamos a

(ag 1233, — ;&) ¥ 4 (9{3,7 9,5+ 23¢ + ;&) o

— 471G (8,74)8,790(2) - a2¢p(2)g‘;> = %rk ko (A171)

donde I}k = 6%/ I';j. La parte sin traza de (A.167) es

S a1 {Alaiajrif - ;rkk}, (A.172)

2 _ @ =
b4 d 5

conT;/ = 6NT;. La parte vectorial de (A.167)
3, (av?) = 282 A1 {aiA*la"alrk’ — Ik } . (A173)

Noétese de las ecuaciones (A.173), (A.170) que atin estableciendo como las condiciones iniciales
para las perturbaciones vectoriales iguales a cero, estas se generaran debido a las perturbaciones

escalares a primer orden.

Finalmente, obtenemos la parte tensorial

(02 + 239, — A)x; P =

2r 2(5,-]-1“kk -3 <aiaj - ;SUA) AL (A—la’fa,rkl — ;rk’f)

ij g
-1 —15! k —15k
+4 {0,071 ATk - 9, AT (A174)
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Es posible llegar a una ecuacién maestra para el modo escalar de perturbacién cosmolégica de se-
gundo orden para un universo lleno con un tinico campo escalar. Para lograrlo empezamos com-
binando (A.165) con (A.171), obteniendo

<a%7 — 0, + §A> v 4 <9{aﬂ + ;A> 2 — 87 Ga,pdyp? =Tg+ lrk K (A.175)

6
y
4 1 oV 1
(—ag — 53, + 3A> v (28,7fl{+ HIy + 43 + BA) o2 — 87 Gach(z)@ =To— ZIi".
(A.176)

Manipulando (A.169), (A.171), (A.172), (A.175) y (A.176)), se puede llegar a la ecuacién maestra a
segundo orden:

82(p 824)
242319, —A+2(0,3— L3¢ | (@
{" ( av"’) ! T e

Lo Yp ko A-lgigT.i L4 A5k
:*O*Ek + aa]'ri + 817*7 al’k

8,74)
3 92 za%(’) H|o, b A1 AT,/ L A177
“2\% ™ 8,77(/)7 i jtit T gtk (e (A.177)

El sistema final de 10 ecuaciones para la perturbacién de segundo orden cosmoldgica para un

Universo FLRW con campo escalar estd compuesto por (A.169), (A.170), (A.172), (A.173), (A.174),
(A.176) y (A.177). Se puede observar en este conjunto de ecuaciones que a pesar de que a primer
orden las diferentes ecuaciones para los modos escalares, vectoriales y tensoriales no estan aco-

plados, se acoplaran a segundo orden; ademas, a pesar de hacer las perturbaciones vectoriales y
tensoriales a primer orden iguales a cero, el acople entre diferentes generara estas perturbaciones.

A.7 Conclusiones

En este apéndice se discutieron las dificultades que aparecen en el andlisis perturbativo de Rela-
tividad General. En la discusién se identificé la raiz de este problema: el principio de covariancia
general. Debido al principio de covariancia, es posible perturbar los ejes coordenados sin perturbar
las variables fisicas, y esta “perturbacién coordenada” nublara los efectos fisicos que se estdn bus-
cando. Por lo tanto, un buen método perturbativo en Relatividad General elimina completamente
estos grados de libertad espurios.

Una vez identificado el problema se presenté un lenguaje geométrico que permite plantear de
una manera correcta el andlisis perturbativo. Se mostraron tres métodos diferentes para eliminar
los grados de libertad ficticios de la teorfa perturbativa de Relatividad General: (a) eligiendo o

fijando una norma, (b) el formalismo 1+3 covariante-invariante y (c) el formalismo invariante de
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norma. De los tres enfoques mostrados, se desarrollé en detalle el formalismo invariante de norma
[139] 142} [144]. Se eligi6 desarrollar este formalismo por ser el mas general de los tres ya que puede
aplicar en espacios-tiempos generales y a teorias covariantes sin restringirse a Relatividad General
si se cuenta con un procedimiento para extraer la parte invariante de la perturbacién de la métrica
a primer orden. Ademds, el formalismo invariante de norma cuenta con un algoritmo para generar
perturbaciones invariantes de norma a cualquier orden superior al primero. Este formalismo fue
aplicado como ejemplo al espacio-tiempo de Friedmann-Lemaitre-Roberston-Walker (FLRW) con

un campo escalar.

Se incluye una hoja de célculo en Maple para calcular las ECE invariantes de norma a primer y
segundo orden para la métrica de FLRW usando el formalismo invariante de norma. Debido a
la generalidad del formalismo invariante de norma, con pequefias modificaciones se espera que
pueda generar ecuaciones invariantes en otras métricas, suponiendo claro, que se tiene la descom-

posicion de la perturbacién de orden lineal de la métrica de fondo.

A.8 Férmulas ttiles

A.8.1 Derivada de Lie

£y Wt = £y + £,0°. (A.178a)

Ejp ) W" = —£50". (A.178b)

2 ut = {£§ 2+ 530} U (A.178¢)

ExTope® = XVoTope + VaXTope 4+ VX Taoe 4+ Ve X Tope © — Ve X Ty . (A.178d)

A.8.2 Conmutacién entre la derivada covariente y la derivada de Lie

Vafxty = £xVaty + X Ruep ‘g + teVaV XE. (A.179a)
Vafxtye = ExVatpe + XdRadb Ctoc + XdRudc te + tdCVquXd + tdeaVCXd. (A.179b)
Vaifxtp ¢ = £ExVaty C+ XdRadb “te ¢ — XdRade th ¢+ ty CVquXd — 1y dVanXC. (A.179¢)

Viaxtped = £xVatpea + XeRueh ftfcd + X°Raec ftbfd + XeRaed ftbcf
F tocdVaVp X + tpeaVaV e X + 1 Va VX (A179d)
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Vafxtpe = £xVaty 4+ X°Raep ftfc T+ X Raec ftbf - XeRaeffthc f
F tee Vo VX + 1, OV Ve XE + 1. *VaVe X4 (A.179)

A.9 Series de Taylor de Campos Tensoriales

Esta apéndice y el siquiente estdn basados en el trabajo de Marco Bruni et al. [34].

Para funciones en R™, una expansién en series de Taylor es esencialmente una manera conveniente
de expresar el valor de la funcién en un punto dado en términos de su valor y el valor de todas sus
derivadas en otro punto. Por supuesto esta definicién, tomada al pie de la letra, es imposible de
llevar a cabo para un campo tensorial 7 en una variedad M, simplemente por que 7 (p) y 7 (q) en
p,q € M, con p # q pertenecen a diferentes espacios y no pueden ser comparados directamente.

Una expansion de Taylor, por lo tanto, sélo puede ser escrita si se es dado un mapeo entre dos
campos tensoriales en diferentes puntos de M. El mapeo ¢, : M — M es en general una familia
uniparamétrica de difeomorfismos generados por el campo vectorial v?. Un caso especial se da
cuando el mapeo es un grupo uniparamétrico de difeomorfismos. En este apéndice consideremos
la expansién de Taylor del pull-back de un tensor debido a un grupo uniparamétrico de difeomor-
fismos, como podria ser por ejemplo el mapeo exponencial. En el siguiente apéndice se tratara el

caso mds general de una familia uniparamétrica.

Sea M una variedad diferenciable y sea ¢ un campo vectorial en M, que genera un flujo ¢ : R x
M — M donde ¢(0, p) = p, Vp € M. Para cualquier A € R escribiremos ¢, (p) = ¢(A,p) Vp €
M. Sea T un campo vectorial en M. El mapeo ¢ define un nuevo campo ¢37 llamado pull-back
de 7T, que es funcién de A. Entonces en [34] se demuestra que

Lema A.9.1. El campo ¢;T admite la expansion alrededor de A = 0

o MK
0T =0 FSET- (A.180)

A.10 Difeomorfismos de caballo

Supéngase ¢(1) y §(2) en M. Cada uno de ellos generan los flujos oMy $). Al combinarlos
podemos formar la familia uniparamétrica de difeomorfismos ¥ : R x M — M, cuya accién estd
dada mediante
¥, =92 ool A181
A= gb/\Z/z © (PA (A. )

Es decir, ¥, desplaza un punto en M un intervalo A a lo largo de las curva integral &(;) y un
intervalo A2/2 a lo largo de la curva integral ¢ ) Por su similitud con el movimiento de la pieza
de ajedrez se le llama difeomorfismo de caballo.
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Esta definicion se puede generalizar a n campos vectoriales ¢ (1) ¢ (n) €N M, con flujos 4)(1), vy 4>(”),
de la siguiente manera
2 1
Y, = gbg::,)/n, 0..0 (PE@)/Z o gb/(\ ), (A.182)

A los campos vectoriales §(q), ..., §(,,) se les denominan como los generadores de Y.

Una cosa muy importante de notar es que ¥, o ¥ # ¥, ya que los generadores no forman un
grupo. Esto impide que podamos aplicar el lema i.e. no podemos expandir el pull-back ¥ T
del tensor M definido 7. Pero como veremos en el siguiente lema, el resultado puede ser

generalizado.

Lema A.10.1. El pull-back YT del campo tensorial T de la familia uniparamétrica de difeomorfismos de
caballo Y con generadores §(y), ..., () se puede expandir alrededor de A = 0 como

All+212+---+klk+---

P w w  T hogl e
3T = Lo Lm0~ e 212---(k!)lk---l1!lzl~--lk!---£§<1>£5<2> fgyy T (A183)

Los difeomorfismos de caballo parecen ser ejemplos muy artificiales y de poca utilidad, pero como
mostraremos en el siguiente teorema, cualquier familia uniparamétrica de difeomorfismos, puede
siempre ser transformada o considerada como una familia uniparamétrica de difeomorfismos de

caballo, de rango infinito en el caso general.

Teorema A.10.2. Sea ¥ : R x M — M una familia de difeomorfismos. Entonces 3 ¢, ... ¢®), .,
grupos uniparamétricos de difeomorfismos en M, tales que

k
‘P/\ — ... O(P/(\Z)/kl O« 04)/(\22)/2 04)/(\1)‘

La demostracién de este teorema se encuentra en [34].

Al11 Cédigo

El cédigo que acompaia a este articulo ayuda a recuperar todos las expresiones presentadas
en el caso de FLRW. Se proveen dos versiones ambas basadas en el lenguaje Maple, una es di-
recta, i.e. sin utilizar ninguna paqueterfa extra y la segunda utilizando el paquete GRTensor II
[1]. El cédigo en ambas versiones se pueden encontrar en http://nano.dialetheia.net/

investigacion/codigo/perturbaciones.
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APENDICE B

EQUIVALENCIA DE ECUACIONES

Observando la literatura relacionada con perturbaciones cosmolégicas nos topamos con diferentes
sistemas de ecuaciones que estan relacionados con la eleccién de una norma. Estas ecuaciones
pueden llegar a parecer muy diferentes y es posible preguntarse si son equivalentes.

En este apéndice en particular compararemos las ecuaciones (clasicas) a primer orden, obtenidas
en la norma newtoniana conforme o longitudinal y las ecuaciones invariantes de norma. Luego de
mostrar su equivalencia compararemos su cuantizacién con la establecida por Mukhanov.

B.1 Introduccién

Un universo homogéneo e isotrépico (plano) es descrito por un elemento de linea de Robertson-
Walker
ds* = a*(n) (—dﬂz + dfz) (B.1)

donde a(7) es el factor de expansion, y 7 es el tiempo conforme, relacionado con el tiempo cosmico
mediante dy = dt/a(n).

Este universo estd lleno con un campo escalar, ¢(7), este campo si cumple con que p ~ —p, i.e.

que tenga presién negativa, provocard una etapa inflacionaria del universo.
Las ecuaciones a orden cero, conocidas como ecuaciones de Friedman-Lemafitre, son:
8t G 2 87t G 2 1 2
K= 2= — /% 4V B.2a

2H' + H? = —87m Ga’p = —47 Ga? (2124"2 — V(go)) (B.2b)

De estas dos ecuaciones s6lo una es no trivial, (B.2a). En las secciones siguientes serd de utilidad
estd expresion
32 —-H =471Gg'? (B.3)
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B.1.1 Elemento de linea de FLRW perturbado

La métrica de FLRW puede ser expandida a primer orden para representar un universo perturbado

ligeramente del estado homogéneo e isotrépico:

Sab = Sab + Nab (B.4)
Es una propiedad del universo FLRW que a primer orden se pueda encontrar una descomposicion
tal que las perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales se desacoplen!

Aqui s6lo consideraremos tinicamente las perturbaciones escalares. De esta manera la métrica per-

turbada escalarmente es 2:

ds® = a(q)z{ — (14 A)dy? +20;Bdx'dy +

1 o
(1 +C— 3AE> 51']' + aiajE] dx’dx]}. (B.5)
En este reporte utilizaremos s6lo una norma: La Newtoniana Conforme o longitudinal, que es
caracterizada por la siguiente eleccion:
A =2¢, B=0, C= -2y, E=0, (B.6)
entonces la métrica en la norma de newton conforme es

ds* = a(n)? {—(1 +2¢)dn? + (1 — 21p)5ijdxidxj} . (B.7)

Las variables escalares perturbadas invariantes de norma son definidas mediante combinaciones

lineales de las perturbaciones A, B, C, E:

o= %A ~(B—E/Y +3(B—E) (B.8a)
1 1 )
Y- - (cm—:) (B E) (B.8b)
2“3
dp=06p+ (B—E)g. (B.8¢)

Hay que recordar que estamos usando la terminologia estandar y que perturbaciones escalares, vectoriales y tensoria-
les se refieren a sus propiedades de transformacién ante rotaciones en el espacio de fondo.

2Enel apéndice@se acompafia con un factor extra de a(17)? a la variable perturbada E, que es necesaria para simplificar
las expresiones vectoriales y tensoriales, que no son consideradas en este reporte, de ahi su omisién
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B.2 Ecuaciones en la Norma Newtoniana Conforme

El sistema de ecuaciones de Einstein obtenidas en la norma conforme de Newton, [170, e.g], son
Ay — 33y =4rG (go’&p’ +2a%V () + azéq,V(go)é(p) (B.9)

aiaqtp +3Ho;p =4r Ggo’aié(p (B.9b)

(D= 3,2)) (¢ — 9) +29" +2 (23C +3C2) (p + ) +2H(yY +¢') =
871G (—4>90’2 +9'09 —y (92— a?V(p)) - ;a29¢V(¢)5¢> (B.9c)
2:9;( — ¢) = 0 (B.9d)
De observamos que ¢ = ¢. Usando este resultado queda como
0; (0 +Hyp — 4 Ge'dp) =0, (B.10)

de la cual se obtiene
8,71p =-—Hy+4n Gq)’é(p =0. (B.11)

Sumando las ecuaciones (B.2a)) y (B.2b) obtenemos una expresion para el potencial, V(¢),

1

2 _
207 Vi) = 471G

(H' +23¢%). (B.12)
Usando las ecuaciones (B.10) y (B.12) la ecuacién se convierte en
A+ (32 =30 ) g =47 G /o9 + (339" + +a%0,V () ) o9 (B.13)

Definiendo y = H? — H' y u = (33¢' + +420,V (¢)) llegamos a una ecuacién tipo Poisson:

A+ up =4 G (udp + ¢'6¢") . (B.14)

B.3 Ecuaciones Invariantes de Norma

El conjunto de ecuaciones invariantes de norma fué obtenido en el apéndice [A]y se presenta a

continuaciéon
(=333, + A)Y —33*P =47 G <a,75§0a,](p — ®(9,9)* + azjl‘;&p) (B.15a)
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ana,“F + g‘fal’@ =4r Gai&pa,]q) (B.15b)

(—A +207 + 439, ¥
+ (29 + 40y H + 23 + A)D
=8nG (a,,5<pa,7<,) — ®(9y9)* - az‘;‘;&o) (B.15c)

0,0/ (¥ —®) =0 (B.15d)

de esta tltima ecuacién vemos que
Y= (B.16)

Reescribiendo las ecuaciones usando la igualdad anterior y simplificando la notaciéon d,¢ — ¢’y
V' — V, obtenemos

“3HY + AY — 39Y = 47 G (5¢’¢’ —¥e'2+ anq,égo) (B.17a)
8,78,-‘1’ + Ho,¥ =4r Gai(s(p(pl (B.17b)
' 4 3HY + +29CF + HPY = 47 G <6g0'(p’ —¥g'2 a2V¢5cp> . (B.17¢)

Integrando (B.17b) respecto a x; y escogiendo como cero la constante de integracion.

Y + HY =47 Gdpg/, (B.18)
acomodando términos
—3H (¥ +HY) + AY =41 G (&p/(p’ —Y¥e'2 4 an(p&p) (B.19a)
0¥ = 47 G009 — HY (B.19b)
W' 43I+ 29 + FHOY = 47 G (&p’(p’ —¥g'2 azvq,ﬁgo) (B.19¢)

B.3.1 Ecuaciéon maestra

En el apéndice[A]a partir del conjunto de ecuaciones (B.19) (o equivalentemente de las ecuaciones
de la §B.2) se obtiene una sola ecuacién de segundo orden, conocida como ecuacién maestra. Aqui
se reproduce el calculo por razones de completitud.

Sumemos (B.19a) y (B.19¢)
Y 4 2HY - 29CY + AY =81 G (o9’ ¢' —¥¢'?), (B.20)
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sustituyendo (B.3)
Y+ AY =81 Gég'¢'. (B.21)

Ahora manipulamos algebraicamente (B.19b), obteniendo

!
4 Gop = w, (B.22)

/

obviamente este caso es valido, solo si ¢’ # 0. Derivando respecto a 1

(P + Y + HY )9’ — (¥ +HY)g"
(P/ 2

5 = ) (B.23)

insertando esta ecuacién en (B.21)

" / ! !/ ! 1
‘I’”—i—A‘I’:Z{(\P +}C‘Y+9-(T(P)/go Y +HY)g }
1
VLAY = 2(Y + Y + ) - 2(Y + f}C‘P)%
reacomodando, llegamos
q)// 4)//
T”+2<:}C—(P)\F’—AT+2<:}c’—f}c¢)‘P=0 (B.24)

Notese que para llegar a esta ecuacién usamos el conjunto completo de las ecuaciones (B.19). Una
cosa interesante es que si se define la variable® Y,

Y

Il
N
< |

(B.25)

La ecuacién (B.24) se puede reescribir como

wl/

Y —AY —— =0 (B.26)
w

conw = H/¢'. Aqui obtenemos por primera vez en este reporte, una ecucioén del tipo oscilador

2

—
variable = W /w).

armonico con masa variable efectiva (m

B.3.2 Ecuaciéon de Poisson

A diferencia de lo que se hizo en la subseccién anterior, en la cual se obtuvo la ecuacién maestra,
a partir de las ecuaciones (B.19), aqui se seguird el método de [170], i.e. obtener la ecuacién tipo
Poisson.

3Estas son, salvo un factor de a en Y y w, las variables u y 6 de la
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Usando (B.3) en (B.19a)

AY — 3HY — 232 — H'Y = 471G (54/4/ + aZV(P(Scp) : (B.27)

Sustiyendo en esta ecuacién (B.19b)

AY + (32 —3C) ¥ = 470G (3K’ + a2V, ) 69 + 47 Gog'g. (B.28)
Reescribiendo (B.28)
AY +uY =4nG(udp +6¢'¢"), (B.29)
donde v se define como
v =3Hg +a?V,, (B.30)
y p estd definida
p==H> -3 (B.31)

Esta ecuacion tiene la misma forma que la obtenida en la A diferencia del procedimiento para
derivar la ecuacién maestra, aqui no se usé el conjunto completo de ecuaciones (B.19): la ecuaciéon

(B.19d) nunca es utilizada.

B.4 Cuantizacién dey = adg

En esta seccién y la siguiente no mostraremos el proceso de cuantizacién ya que es el método
estdndar, en su lugar presentaremos de el punto de partida tanto para el proceso de cuantizaciéon
de y = ad¢ [ver[170] como el la variable de Mukhanov [ver[136].

El lagrangiano £ que describe el campo escalar del inflatén es
T
L= —58 9999 — V(9), (B.32)

para cuantizar utilizamos la accién S,
Slo, gan] = / V-8 Ld*x. (B.33)

Siguiendo [170] ignoraremos el efecto de la perturbacién de la métrica en este reporte. Expandien-
do la accién a primer orden en el campo escalar, variando respecto a la perturbacién, é¢ y final-
mente usando la ecuacién dindmica del campo inflaténico sin perturbar, obtenemos la ecuaciéon

de movimiento de la perturbacién *

69" + 239" — Adg + a*Vyedp = 0. (B.34)

“En el artfculo [170] se desprecia el término del potencial (42V,,6¢) también en base a la aproximacién de slow-roll.
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De esta manera la dindmica del sistema perturbado queda definida por las ecuaciones (B.14) y
(B.34) mas las ecuaciones a orden cero.

Si se define la variale y = ad¢, la ecuacién (B.34), se puede reescribir como

1

a
yV'—Ay——y=0 (B.35)
a
Esta ecuacion una vez maés tiene la forma de un oscilador arménico con masa variable

2
Myariable

ﬂ/,
E —_— B.
; (B.36)

B.5 Cuantizacién de a la Mukhanov

Empezamos con la accién

1
Slo.gul = [ {RV=g}d*x+ | { [—Zg“’]aaq)abq) - V(q))} \/—g} d'x (B.37)
expandiendo a segundo orden en la métrica y en el campo
Sl + 69, 8ab = Bap + ) = 5 (0,8 + 5V 60, 1t 9,8 + SP 60, hati 9, 3] (B3D)

donde el primer término contiene sélo la parte homogénea, S(1) est4 constituido por términos
lineales en las perturbaciones y S(?) est4 formado por terminos cuadraticos en las perturbaciones
[136] [138].

Para escribir esta expresion se necesitaran las siguientes expansiones:
goo = —a*(142®),  g;=a*(1-2¥) (B.39a)
g0 ~ a2 (1420 —4d?), g~ a 267 + 2967 + 4¥257) (B.39b)
1
/—g ~a* <1 +& - ECDZ —3Y - 3¥Y® + i‘I’2> (B.39¢)

5Se usaron las conocidas expresiones:

1+x) T=1—x+22... -1
( )

1 1
1/2 _ L
(1+x) 71+2x x4

IN
=

IN
—

4. -1

IN
=

IN
—
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E__la—2<_ /2_25/1_5 /12 2q> /12
) ¢ PP ¢+ 2P T+
46¢' Dy’ — 40?9 % + 5go,i(s(p,i) —V =8¢V, — %&;ﬂvw (B.39d)
Entonces la parte de la accién que corresponde al campo escalar es
mat—/d4 [ g0/2_|_25q0/q0 +5q)/2_2(p¢/2

4
2 12 4 4 a2
— 469’ D¢’ + 40%¢ —(5(p,i5<p,i) —a*V —a*5¢V, — ?54) Voo

2
+ % ((p’ 2o+ 25(p’(p’d>> —a'V® — a9V,

- ‘; ¢/ 20+ 5 @y 3; (¢/2% +20¢'9"¥) +3a' V¥ + 3a%o9¥V,
— 37"2q)’ 29D + 3a* VDY + 37“2@’ 292 _ 32141/‘?2 (B.40)
En esta ecuacion podemos identificar
5O = / (“224»’2 - a4V> dtx (B.41)

Esta es la accién original (o la parte que describe el campo escalar). Nada sorprendente.

2
55%&_/{% (47/2_254/([)/—ZCD¢/2+¢IZCD—34)/2‘F)

13a4VY — atV a4(5(pV(P} d4x (B.42)

Integrando por partes S(!) y sustituyendo las ecuaciones del universo FLRW (B.2a), y (B.3),
encontraremos que S(!) = 0. Esto no es sorprendente por que esa es la manera en la que obtenemos
las ecuaciones de Euler-Lagrange que al aplicar en £(%) nos da la ecuacién dindmica del campo
homogéneo.

(2) a? 12 ] 2 12
oS = [ [ (602 — 409/ 0g’ +40%9/2 — 59,09,
_‘_254)/@4)1_%q)IZqDZ_3¢/2T_65¢/Y¢/_34)/2T(D+gq)IZ\}IZ)
at at 3a*

— 509 Vpp — 09OV + TRV 43059 ¥V + 36 0¥V — W2V |dx (BA3)

Este pedazo de la accién es el que nos interesa. Variando (B.43) juntamente con (5ngv respectoa ¥,
@ y 6¢, obtenemos ecuaciones de movimiento que son equivalentes a las obtenidas en secciones
anteriores. Si utilizamos las constricciones (B.16) y (B.18) para eliminar dos de las tres variables,

y se aplican una vez mas las ecuaciones de FLRW®, obtenemos una accién para un sélo grado de

6iDe verdad es una gran cantidad de trabajo algebraico!
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libertad, la llamada variable de Mukhanov-Sasaki, v.

La variacién de la accion ahora toma la forma
"

2 1 z
O gono-+ mat = 5 / dtx[v'2 - (20 + =7, (B.44)

conz = ¢'/H y v definida mediante

/
v=a(sp+ Ly (B.45)
H
La ecuacién de movimiento para v es
Z/l
V- Av—"v=0 (B.46)
z
Una vez més obtenemos la ecuacién de un oscilador arménico con masa variable, pero ahora esta
2 ——
masa es m;, ... = Z /z.

B.6 Conclusiones

En este apéndice se mostré que el conjunto de ecuaciones derivadas de las ecuaciones de Einstein
para el caso FLRW perturbado en la norma longitudinal conforme tiene la misma forma que las
obtenidas de manera independiente de la eleccién de norma. Esta equivalencia estructural se man-
tiene ya que @, ¥ invariantes se reducen a las newtonianas cuando B = E = 0. Esta equivalencia
se mantiene tanto en el formato ecuacién tipo Poisson, como en la llamada ecuacién maestra. La di-

ferencia de estas dos es que en la tltima si se llega a una expresién que sélo incluye un grado de
libertad”.

En el aspecto de cuantizacién se muestrd el desarrollo para llegar a la variable de Mukhanov, como
tnico grado de libertad, a diferencia, una vez mds, del caso ecuacién Poisson/campo escalar. De
hecho usando la definicién de la variable de Mukhanov, (B.45), las constricciones (B.16), y
(B.25), se demuestra [46] que Y y v estdn relacionados mediante

!
v=Y + ZEY (B.47)

siendo estas variables equivalentes®.

Pero para nuestros fines, es decir, estudiar el colapso de la funcién de onda, causado por la grave-
dad, el sistema de ecuaciones Poisson/escalar, es el mas apropiado ya que muestra la relacién que
existe entre estas variables cudnticas y los grados de libertad de la métrica.

7 Aqui hay que ser cuidadoso ya que aparecen en realidad dos ecuaciones: y (B:21). En la literatura regularmente
se hace la aseveracion existe un s6lo grado de libertad (en este caso ¥) y le llaman a la segunda ecuacuién ecuacién de
constriccion, en realidad esto es otro nombre para indicar que ambas variables estan acopladas.

8La diferencia se notaré en el momento de cuantizar, pero ese es tema del préximo reporte.

209






APENDICE C

LINEA TEMPORAL

A lo largo de este trabajo de tesis hicimos referencia a varios momentos importantes de la evolu-
cién de nuestro universo. Para facilitarle al lector la consulta de los valores numéricos en varios
tipos de unidades, hemos resumido aqui esos datos.

Hemos dividido la historia de universo en tres etapas principales: (a) época inflacionaria, (b) época
dominada por radiacién y (c) época dominada por materia, e ignhoramos la época actual dominada

por la energia oscura.

El factor de escala durante estas épocas tiene la ecuacién de evoluciéon

_m/ —0 < ’7 < 7761'/

ﬂ(ﬂ) = Crad (77 - 7731') + aei, Nei <1 < Tleg (C.1)

2
[%Cmat (77 - Ueq) + \/aeq} ’ eq < n

donde las constantes (exceptuando Cyut y C,,4) se obtienen por continuidad de la funcién. Toma-

remos como normalizacién del factor de escala a
a0 = a(n =1m0) = 1. (C2)

Las constantes C,,; ¥ Cat de la ecuacion (C.1)) estdn dadas por

) 871G

Cmd = 3 (pmda4) ’ Ci%mt = % (Pmatug) ’ (C.3)

3

donde, las cantidades (0,,4a*) v (0mata®) se conservan, como se puede constatar usando la ecua-
cioén (1.41c). En estas constantes p,,4, 0mat Tepresentan la densidad de energia de la radiacién y de
la materia respectivamente. Si usamos la conservacién de (o,44a%), (omata®) y el factor de normali-

zacion (C.2) podemos expresar (C.3) como sigue

8G 8nG
CSgd = Tpmd,o = H(%de,OI anatTPmat,O = Hngut,Or (C-4)

donde Hy es la constante de Hubble y (20X, 0 = px ¢/p. es la densidad de energia de la especie en
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cuestion relativa a la densidad critica p..

Con estas ecuaciones y relaciones podemos calcular el factor de escala al tiempo 7, cuando la
densidad de energia de la radiacién y de la materia son iguales, a.; = a(17 = 17¢q)
Qrad,O

Evaluando ahora la evolucion del factor de escala durante radiacién (segunda ecuacion de(C.1) en
11 = 1eq llegamos a una expresion para 77¢q,

Aeq — Oej
Neq = “Co. + 7ei- (C.6)

Propiamente, la expresion (Ta) = constante, es vélida (tiene sentido) cuando (1) podemos hablar
de temperatura en el sistema, (2) existe radiacién en la época en cuestién y posee la mayoria de los
grados de libertad del sistema. A pesar de esto, en este apéndice supondremos la validez de esa
relacién, atin en épocas en las cuales ni (1), ni (2) se cumplen (e.g. durante la época inflacionaria) y
habra que entenderlo como “la temperatura hipotética que tendria la radiacion a esa escala”. Entonces,
como (Ta) = constante, calculamos el factor de escala cuando inflacién estaba terminando para
dar paso a al época dominada por radiacion,

To 1

A, — — s = —
el Tez ’ ’761 LZElef 7

(C7)

donde usamos la tercera expresién de (C.1). Para obtener un punto de referencia se calculara el
valor del factor de escala durante la época de Planck,

To 1

s WPlanck = (C-8)

Aplanck = - :
aPlunckHinf

Tpianck
Usando el requerimiento de que inflacién dure al menos 80 e-folds (~ 60 es el minimo necesario)

podemos calcular a;; y #;;

Aei g0 1
Bei _ (80 , C9
jj Mii aiiHip (€9

Finalmente, durante la época inflacionaria H;,,f se supone constante o0 muy cercano a serlo, su
valor se puede calcular de la ecuacién de Friedmann,

8G
H = — V(9). (C.10)

Para obtener los valores numéricos mostrados en la tabla usamos los siguientes datos i1 =
c=1,p = 8098k x 10~ eV*, Ty = T(y = o) = 2,4 x 1073 GeV, Qaro = 0,128h = 0,2275,
Quao = 247 x 10722 = 0,0000439, mpigner = 1,221 x 101°GeVy G = m;,mk.

que la escala energética del inflatén al final del periodo inflacionario es T,; = 10'> GeV y por lo

Supondremos

tanto V(¢) ~ (T,;)* Los valores numéricos de las constantes son C,,; = 0,161 x 107> Mpc~!,
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U s Mpc a(i)

i —0,641 x 10% —0,64 x 1013 | 0,43 x 1072
Hptanck | —0,1157 x 1073 | —0,1157 x 10717 | 0,24 x 10~3!

Yei —0,1157 x 10~7 | —0,1157 x 10721 | 0,24 x 10~%
n=0 0 0,42 x 10~%

ns 15 x 10° 0,00015 0,24 x 10~°

Neq 1,2 x 1016 119,81 0,00019296

14 2,6 x 101° 260,06 0,0009

1o 8,6 x 107 8625,32 1

Tabla C.1: Valores numéricos para distintos momentos importantes en la evolucién del universo. La conversion se
puede realizar usando 1 s ~ 10~ Mpc. Si requiere estas cantidades en GeV use la relacion de conversion 1 GeV ! =
6,6 x 1072 5. Para los valores de las constantes constiltese el texto principal.

Cimat = 0,00011 Mpc~!y H,ip = 0,36 x 10%6s™1 = 0,2370 x 10'? GeV = 0,36 x 10°" Mpc ™.
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ACRONIMOS
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